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Prvo izdanje udZbenika “Uvod u poslovnu matematiku” izdano je 2010. godine. Petnaest godina
kasnije ukazala se potreba za izdavanjem novog, dopunjenog i izmijenjenog izdanja koje sadrzi
materijal koji u cijelosti pokriva program istoimenog predmeta. On je obavezan predmet na
prijediplomskom studiju Agrarna ekonomika na Agronomskom fakultetu Sveucilista u Zagrebu. U
navedenom se vremenskom periodu mijenjao u pogledu sadrZaja i pristupa njegovom iznoSenju. U
novom udZbeniku ima viSe problemskih zadataka, uputa o rjeSavanju kao i ilustracija i rijeSenih
zadataka. On obuhvaca puno Sira i dublja znanja i orijentira se na primjenu matematickih metoda
u problemima agroekonomske struke. UdZbenik sadrZi izbor iz matematic¢kih osnova financijske
matematike, linearne algebre i matematicke analize s naglaskom na ekonomskoj primjeni teorije.
Posebna je paZnja u izlaganju posvecena motivaciji i postupnosti u uvodenju novih znanja, na racun
ulaZenja u dubinu i matematicke egzaktnosti gradiva. Taj je kompromis napravljen imajuéi na umu
sastav studenata kojima matematika nije primarni interes, ve¢ njezine tehnike koriste u rjeSavanju
problema. Nastavni sadrzaj je, slicno prijasnjem izdanju, podijeljen u Sest tematskih cjelina:

- Financijska matematika

- Linearna algebra

- Elementarne funkcije

- Derivacije funkcija i primjene

- Funkcije viSe varijabli i parcijalne derivacije

- Uvod u integralni racun

Novina je da su tematske cjeline organizirane u 12 poglavlja tako da, uz tri tjedna predvidena
za ponavljanje za ispite znanja, prate ritam izvodenja nastave kroz petnaest tjedana jednog semestra.
Temeljni principi iznoSenja gradiva su jasnoca i konciznost. Svako poglavlje sadrZi teorijsku
podlogu iznesenih tema te prakti¢nu primjenu teorije ilustriranu nizom rijeSenih primjera. Novine u
odnosu na staro izdanje jesu zadatci za samostalan rad skupa s rjeSenjima na kraju svakog poglavlja
te objedinjene formule na kraju udzbenika i kazalo za lakSe snalaZenje u danom materijalu. Kao
dodatak udZbenik donosi poglavlje Elementi linearnog programiranja za studente koji Zele znati
viSe. Nadam se da ¢e ovaj osuvremenjeni, izmijenjeni i dopunjeni udzbenik pomoci studentima
studija Agrarne ekonomike u svladavanju predmeta ”Uvod u poslovnu matematiku”.
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1. Aritmeticki i geometrijski niz, kamatni racun

1.1 Skupovi brojeva

Pojam skupa je osnovni pojam. On je intuitivno jasan i neemo ga definirati strogo matematicki.
Skup je cjelina sastavljena od osnovnih dijelova koji se zovu elementi skupa. Skupove ozna¢avamo
velikim tiskanim slovima, npr. A, B, S, . ... Ukoliko je moguce pobrojati elemente nekog skupa, njih
zatvaramo u viti¢aste zagrade: { }. Npr. Zelimo 1i zapisati skup S ¢iji su elementi svi samoglasnici
(otvornici) hrvatskog jezika, piSemo

S={a,e,i,o,u}. (1.1)

Cinjenicu da je a element skupa S biljezimo: a € S. Cinjenicu ”p nije element skupa S” za-
pisujemo p ¢ S. Elemente skupa je dovoljno u skupu spomenuti samo jednom. Primjerice,
R ={m,a,t,e,m,a,t,i,k,a} = {m,a,t, e,ik}.

Broj elemenata nekog skupa zove se kardinalni broj skupa. Ako u nekom skupu ima kona¢no
mnogo elemenata, kazemo da je skup konacan. U suprotnom, skup je beskonacan.

Skupove mozemo stavljati u odredene odnose. Neka je D = {o,u}. Skup D je dio ili podskup
skupa S, on je sadrzan u skupu S. Piemo D C § i &itamo: “skup D je podskup skupa S”. Stovige,
D # S pa je skup D pravi podskup skupa S; piSemo D C S.

Potrebno je dati oznaku skupu koji nema niti jednog elementa; takav skup zovemo prazan skup.
Oznaka za prazan skup je 0. Vidjet ¢emo da rezultat skupovnih operacija moZze biti upravo prazan
skup. Nasuprot praznom skupu definira se univerzalni skup. To je skup u kome su svi ostali
skupovi smjesteni kao podskupovi. Univerzalni skup oznacavat cemo slovom %/ .

Radit ¢emo sa sljedece tri operacije medu skupovima: presjekom, unijom i razlikom (diferencijom),
redom u oznakama: N, U, \.

Definicija 1.1.1 — Operacije medu skupovima. Zadana su dva skupa A i B. Definiramo:

1. presjek skupova AiB: ANB={x€e% :xcAixc B} (1.2)
2. unija skupova AiB: AUB={xc% :xc€Ailixe€B} (1.3)
3. razlika skupa AiB: A\B={x€e% :xcAix¢B} (1.4)
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Zapise iz definicija ¢itamo na sljedeci nacin:
1. A presjek B je skup svih elemenata x univerzalnog skupa % takvih da je x element skupa A
i da je x element skupa B”,
2. ”A unija B je skup svih elemenata x univerzalnog skupa %/ takvih da je x element skupa A ili
je x element skupa B”,
3. ”A minus B je skup svih elemenata x univerzalnog skupa % takvih da je x element skupa A i
x nije element skupa B”.

Vrijedi ANB=BNA, AUB = BUA, ali opéenito A \ B # B\ A.

m Primjer 1.1 Neka su skupovi S, D, R zadani kao gore (1.1). Tada je:

RNS={a,e,i} =SNR,
RUD = {m,a,t,e,i,k,0,u} = DUR,

RND =0,
R\ S = {m,1,k},
S\R={o,u}.

Prvenstveno nas zanimaju skupovi brojeva. Redom koji se uvode, to su skupovi: prirodnih, cijelih,
racionalnih, realnih i kompleksnih brojeva. Svaki sljedeéi skup brojeva sadrZi prethodni kao svoj
podskup, to jest proSirenje je prethodnog skupa brojeva. Skupovi brojeva oznacit ¢e se zato da budu
’zatvoreni” s obzirom na racunske operacije.

Definicija 1.1.2 — Zatvorenost skupa. KaZemo da je skup A zatvoren s obzirom na racunsku
operaciju * ako za svaka dva elementa a;,a, € A vrijedi a; xa, € A.

1. Brojeve koji su rezultat prebrajanja zovemo prirodni brojevi. To su 1,2,3,... Broj 0 nije
prirodan broj. Skup prirodnih brojeva oznacavamo s N. Dakle:

N=1{1,2,3,4,...}. (1.5)

Sve prirodne brojeve ne moZemo pobrojati. Ipak, jasno je kako se nastavlja slijed elemenata.
Lako je primijetiti da je skup prirodnih brojeva zatvoren obzirom na racunske operacije
zbrajanja i mnoZenja. Medutim, skup prirodnih brojeva nije zatvoren s obzirom na racunsku
operaciju oduzimanja: npr. svakako je 6 —3 = 3 € N, ali rezultat raCuna 3 — 6 nije prirodan
broj. Stoga se skup prirodnih brojeva proSiruje do skupa cijelih brojeva.

2. Skup cijelih brojeva oznacava se sa Z:
z=A...,-3,-2,-1,0,1,2,3,...}. (1.6)

Vidimo da je N C Z. Skup cijelih brojeva zatvoren je obzirom na racunske operacije zbrajanja,
mnoZenja i oduzimanja. Medutim, skup cijelih brojeva nije zatvoren obzirom na racunsku
operaciju dijeljenja. Primjerice, 6 : 5 nije cijeli broj.

3. Skup cijelih brojeva proSiruje se dalje do skupa racionalnih brojeva. Njega oznatavamo
slovom Q. Skup Q zadajemo pravilom:

Q:{%:mnezm¢o} (1.7)
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Racionalni brojevi su razlomci kojima je u brojniku cijeli broj, a u nazivniku prirodni broj.
Vrijedi Z C Q. Skup racionalnih brojeva zatvoren je obzirom na racunske operacije zbrajanja,
mnozZenja, oduzimanja i dijeljenja. Skup Q nije zatvoren obzirom na racunsku operaciju
vadenja drugog korijena iz pozitivnog broja. Primjerice, v/2 ne moZe se zapisati u obliku
razlomka iz definicije. Stoga v/2 nije racionalan broj. Brojeve koji nisu racionalni zovemo
iracionalnim.

4. Dovoljno velik skup brojeva u kojem ¢emo raditi je skup realnih brojeva. Oznacava se s
R. Skup realnih brojeva ukljucuje sve racionalne brojeve i sve iracionalne brojeve. Realni
brojevi potpuno prekrivaju brojevnu pravac (na slici). To znaci da svaka to¢ka na brojevnom
pravcu ima kao koordinatu pridruZen jedinstveni realan broj. Vrijedi i obratno, svakom
realnom broju moZe se na jedinstven nacin pridruZiti tocka brojevnog pravca cija je on
koordinata.

Skup realnih brojeva zatvoren je s obzirom na sve Cetiri osnovne ra¢unske operacije. Medutim,
skup R nije zatvoren s obzirom na operaciju vadenja drugog korijena iz negativnog broja.

5. Skup realnih brojeva se dalje prosiruje do skupa kompleksnih brojeva C:
C={a+bi:a,beR}, (1.8)
pri éemu je i = /—1 tzv. imaginarna jedinica. O¢ito je
NczcQcRcC. (1.9)

Neprazan podskup S skupa realnih brojeva je ogranicen odozgo ako postoji realan broj M takav da
jex <M zasvex e S. Ako je ujedno M € S, M je maksimum skupa S. Neprazan podskup S skupa
realnih brojeva je ograni¢en odozdo ako postoji realan broj m takav da je x > m za sve x € S. Ako
je ujedno m € S, m je minimum skupa S. Neprazan podskup S skupa realnih brojeva je ogranicen
ako je ogranic¢en odozgo i odozdo. Ako je neprazan skup S C R ogranic¢en odozgo, svaki realan
broj M za koji je x < M za sve x € S zovemo gornja granica skupa S. Slicno, ako je neprazan skup
S C R ogranic¢en odozdo, svaki realan broj m za koji je x > m za sve x € § zovemo donja granica
skupa S. Svaki neprazan ogranicen podskup skupa realnih brojeva ima najvecu donju granicu i
najmanju gornju granicu. Najveéu donju granicu skupa S C R zovemo infimum skupa S, piSemo
inf§, a najmanju gornju granicu skupa S zovemo supremum skupa S, oznaka sup S.

1.2  Aritmeticki niz

Definicija 1.2.1 — Domena i kodomena funkcije. Neka su zadana dva neprezana skupa D
i K. Ako je dano pravilo f po kome se svakom elementu iz skupa D pridruZuje to¢no jedan
element iz skupa K kazemo da je zadana funkcija f. PiSemo y = f(x) i x zovemo nezavisna
varijabla, a y zavisna varijabla. Na razini skupova zapisujemo f : D — K. Skup D zove se
domena, a skup K kodomena funkcije f.

Nizom zovemo funkciju ¢ija je domena jednaka skupu prirodnih brojeva N ili njegovom kona¢nom
podskupu.
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Definicija 1.2.2 — Niz. Niz u skupu A je funkcija f : N — A. Konacan niz u A je funkcija
f:{1,2,3,....,n} — A, gdje je n neki prirodni broj.

Nadalje ¢emo raditi s nizovima brojeva. Dakle, na mjestu skupa A iz definicije stajat ¢e neki od
spomenutih skupova brojeva.

Niz je funkcija na skupu prirodnih brojeva pa moZemo racunati f(1), f(2),..., f(n),... Sve
navedene vrijednosti su elementi skupa A. MoZemo zapisati:

ar=f(1),aa=f(2),...,a, = f(n),... (1.10)

Kazemo da je zadan niz (a,),cy opéim ¢lanom a,. Ako je to moguce, opéi ¢lan niza zadaje se
formulom.

m Primjer 1.2 Odredimo prvih pet ¢lanova niza zadanog op¢im ¢lanom a,;:

(a) a,=2"+1
®) a,=2n-3
RjesSenje:

(a) Zan=1,2,3,4,5 raCunamo
a1 =2"4+1=3,a0=2>4+1=5,a3=2>+1=9, a4, =2*+1=17,a5 =2 +1 =133.
(b) Uvrstavamo li redom prirodne brojeve od 1 do 5 na mjesto n, dobivamo:
ag=—1l,ax=1,a3=3,a4,=5,a5=1.

Pogledajmo dobiveni niz brojeva: —1,1,3,5,7. Znamo li ga nastaviti? Razlika izmedu
susjednih ¢lanova niza je stalna i iznosi 2. Ovaj niz je primjer aritmetickog niza.
| |

Definicija 1.2.3 — Aritmeticki niz. Aritmeticki niz je takav niz brojeva u kome je razlika
izmedu svakog (osim prvog) ¢lana niza i njegovog neposrednog prethodnika stalna (konstantna).
Tu konstantnu razliku oznacavamo sa d i zovemo razlikom (diferencijom) aritmetickog niza.
Ako je d > 0, niz zovemo rastué¢im, ako je d < 0 padajuéim, a ako je d = 0, niz zovemo
stacionarnim.

p) Otkud naziv “aritmeticki”? Svaki broj u aritmetickom nizu koji ima neposrednog prethodnika i
neposrednog sljedbenika jednak je aritmetickoj sredini tih dvaju brojeva. Npr. u aritmetickom
nizu —1,1,3,5,7,... iz prethodnog primjera je

—1+3 1+5 347
_ Tt 3:i S:L

1
2 2 2

m Primjer 1.3 Kako bismo odredili koji je od sljede¢ih nizova aritmeticki, raCunamo razlike ¢lanova
niza, osim prvog, i njegova neposrednog prethodnika. One moraju biti iste, jednake razlici d.

a) —1,-3,-5,-7,-9,... d = —2, padajudi aritmeticki niz
b) %,1,%,%,... 1—%;é%—l,nijearitmetiékiniz
c) 3,3,3,... d = 0, stacionarni aritmeticki niz
d) 13,10,7,4,... d = —3, padajudi aritmeticki niz
e) 0,1,2,3,4,... d = 1, rastu¢i aritmeticki niz

f) 1,4,9,16,25,... 4 — 1 # 9 —4, nije aritmeticki niz
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Aritmeticki niz zadan je ¢im mu znamo prvi ¢lan a; i razliku d. Tada je:

a) =aj+d,
az=a)+d=a;+2d,

as=as+d=a,+3d, (1.11)

Opéi €lan aritmetickog niza mozemo izraziti preko prvog ¢lana a; i razlike niza d kao

ap=a;+(n—1)d. (1.12)

m Primjer 1.4 Odredimo izraz za op¢i €lan aritmetickog niza kojem je a; = —3, d = 10.
Rjesenje: Uvrstimo podatke u izraz a, = a; + (n — 1)d. Dobivamo
ap=-3+10(n—1)=—-3+10n— 10,
odnosno

a, = 10n—13.

Vjezba 1.1 Kako glasi op¢i ¢lan aritmetickog nizau kome jeaz =1id =1?
Oznacimo sa S, zbroj prvih n ¢lanova aritmeti¢kog niza:

S,=a+ay+az+---+a,. (1.13)
Odredit ¢emo iznos tog zbroja. Zapi§imo S,, dva puta:

Sp=a1+ (a+d)+ -+ (a1+(n—1)d)

1.14
Si=@+mn-1)d)+ (a+m-2)d)+ -+ a. (119

Sad zbrojimo dvije jednakosti. Slijeva dobivamo zbroj 2S,. S desne strane, zbrajajuci kako je
naznaeno grupiranjem, dakle a; s a; + (n—1)d, a; +d s a; + (n—2)d, ..., dobivamo n puta isti
zbroj 2a; + (n—1)d. Znaci da je

28, =n-(2a; + (n—1)d). (1.15)

Zbroj prvih n ¢lanova aritmetickog niza zadanog prvim ¢lanom q; i razlikom d raCunamo
po formuli

Sn:g(Zal—i—(n—l)d). (1.16)
Primijetimo da moZemo pisati i

Sy = = (a+ (a1 + (n—1)d)) = g(al—i—an). (1.17)

[NSREN
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m Primjer 1.5 Odredimo zbrojeve:

a) prvih 60 prirodnih brojeva,
b) prvih deset parnih brojeva.

RjesSenje:

a) Kako je n =60, a; = 1, agyp = 60,
60
S0 = 7(1 +60) =30-61 = 1830.

b) Prvi parni broj je broj 2. Razlika u aritmetickom nizu kojeg Cine parni brojevi je takoder
jednaka 2. Stoga imamo

1
510:70(2.2+(10—1)'2): 110.

Geometrijski niz

Niz 2,4, 8, 16,. .. nije aritmeticki niz. Svaki sljedeci ¢lan niza se od prethodnog dobiva mnoZenjem
brojem 2. Ovaj niz je primjer geometrijskog niza.

Definicija 1.3.1 — Geometrijski niz. Niz brojeva u kome je kvocijent ¢lana niza (osim prvog)
i njegovog neposrednog prethodnika stalan (konstantan) zove se geometrijski niz. Stalan
kvocijent (kolicnik) g zovemo kvocijent (koli¢nik) geometrijskog niza.

Prema tome, u geometrijskom nizu vrijedi

2_B_ -y (1.18)
a a an—1

Geometrijski niz potpuno je zadan s a; i g. Naime,

a =ayqg,

a3 = axqg = arq’, (1.19)

Opéi €lan g, geometrijskog niza moZzemo izraziti preko prvog ¢lana a; i kvocijenta niza ¢
kao

ap=ajg" . (1.20)

m Primjer 1.6 Odredimo kvocijent i sljedeca tri ¢lana geometrijskog niza 2, —6, 18, ...

Rjesenje: Vidimo da je

-6 18
_— = — = —3
2 —6 ’
tj. ¢ = —3. Dakle, svaki sljedeci ¢lan geometrijskog niza se od prethodnog dobiva mnoZenjem

s —3. Onda je: a4 = —54, as =162, ac = —486.
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p) Otkud naziv "geometrijski"? Svaki broj u geometrijskom nizu (pozitivnih brojeva) koji ima
neposrednog prethodnika i neposrednog sljedbenika jednak je geometrijskoj sredini tih dvaju
brojeva.

Npr. uzmemo li geometrijski niz 2,6, 18,54, ..., tada je

6=1v2-18, 18=+6-54,...

Odredimo zbroj s, prvih n ¢lanova geometrijskog niza. Opet jednakost
S, =ar+ay+---+ay, (1.21)
zapisujemo dva puta (drugi puta pomnoZenu s g):

sp=ar+aig+arg? +---+arg"!

5 3 \ (1.22)
qsp =a1q+aiq-+aiq +---+aq
Oduzmemo li od druge jednakosti prvu, nakon skradivanja jednakih pribrojnika dobivamo:
qsn—spn=a1q" —aj. (1.23)
Sad izlu€¢imo zajednicke faktore:
sa(g—1) =ai(q"—1). (1.24)

Da dobijemo izraz za s, preostaje podijeliti zadnju jednakost s ¢ — 1. Pritom moramo pretpostaviti
daje g # 1. Za ¢ = 1 geometrijski niz je stacionaran, to jest a, = a; za svaki prirodni broj n. Stoga
je u tom slucaju s, = na.

Zbroj prvih n ¢lanova geometrijskog niza zadanog prvim ¢lanom a; i kvocijentom ¢, g # 1
rac¢unamo po formuli

q' -1
g—1°

(1.25)

Sp=4aj-

m Primjer 1.7 Odredimo zbroj prvih 8 ¢lanova niza zadanog op¢im ¢lanom a,, = 2".
Rjesenje: Buduéi je za sven € N

anpy 270 2.7
ap 2" 2

2,

zadani niz je geometrijski. Kako je a; =2, ¢ =2, imamo da je

28 1
21

§s§g =12 =12-255=>510.

SloZzeni kamatni racun s jednokratnom uplatom

U ovom odjeljku promatramo razne modele novcane Stednje. Ona se odvija najce$ée unutar
novcarskih ustanova (banke, zadruge, poste). Ustanova Stednju stimulira davanjem kamate.

Iznos kamate odreduje kamatna stopa (kamatnjak). Kamatna stopa zadaje postotak koji novcarska
ustanova daje na novac primljen na Stednju. Ako ne nazna¢imo drugacije uzimat éemo da je kamatna
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stopa p godisnja i fiksna u cijelom razdoblju Stednje. Ona e biti zadana u postotnom iznosu tako
da npr. 5% znaci 3; = 0.05.

Iznos novca stavljen na Stednju zovemo glavnica i oznacavamo ga slovom C.

Razdoblje Stednje ili ukamacivanja oznacavamo slovom n. Uzimati ¢emo da je razdoblje Stednje
zadano u godinama.

Iznos kamate oznacavamo slovom /. Ako je na Stednju stavljena glavnica C na razdoblje od godinu
dana uz kamatnjak p, iznos kamate je I = Cp.

Uzimat ¢emo da je obracun kamata dekurzivan. Kod dekurzivnog obracuna kamata se kamata
racuna na kraju godine na iznos s pocetka godine. Ako je za Stednju ugovorena kamatna stopa p,
broj

zovemo dekurzivni kamatni faktor.

Kod kamatnog racuna kojeg zovemo sloZenim i s jednokratnom uplatom radi se o sljede¢em:
glavnica se ulaZe na odredeno razdoblje i nakon svake godine poveéana za iznos kamate postaje
svota koja se ukamacuje u narednoj godini. Ukamadivanje je sloZenije — racunaju se ‘“kamate na
kamatu”. OpiSimo slu€aj precizno.

Neka uloZimo glavnicu C na Stednju kroz razdoblje od n godina uz fiksnu kamatnu stopu p. Iznos
kamate u prvoj godini Stednje je I = Cp. Na kraju prve godine Stednje, StediSa raspolaze iznosom
C1 koji je jednak glavnici uvecanoj za iznos kamate:

Ci=C+Cp=C(1+p). (1.27)

Dalje se iznos C; ulaZe na sljedec¢u godinu dana uz istu kamatnu stopu p. Na iznos C; se na kraju
ove nove (druge) obracunske godine obracunava kamata. Kamata na kraju druge godine iznosi C| p
tako da je iznos na raCunu na kraju druge godine jednak

Cy=Ci+Cip=Ci(1+p) =C(1+p)*. (1.28)
Tako nastavljamo dalje. Nakon n godina iznos jednokratne uplate glavnice C naraste na iznos
C,=C(1+p)". (1.29)

Uvodenjem dekurzivnog kamatnog faktora g, ukupnu svotu na kraju n godina Stednje mozemo
zapisati krace kao

C,=Cq". (1.30)

Kod sloZzenog kamatnog racuna s jednokratnom uplatom glavnice C na n godina uz
kamatnu stopu p, iznos na racunu je

C,=C(1+p)"=Cq". (1.31)

p) Primijetimo da svote
C, C1=C(l+p), G=C(+p)? ..., C=C(l+p)

Cine (konacni) geometrijski niz. Uo¢imo da je C, ovdje (n+ 1). ¢lan geometrijskog niza
kome je prvi ¢lan C.
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Napomenimo da je obracunavanje kamate u ovim modelima pojednostavljeno. Pretpostavljamo
da se pripis kamate obavlja jednom godiSnje. Jasno je da to ne mora biti tako. Ako se kamata
obracunava npr. dva puta godi$nje, kamatnu stopu treba prilagoditi novom obracunu. Kako? Neka
je nominalna (ugovorena) godiSnja kamatna stopa p. Relativnu kamatnu stopu za polugodi$nji
obracun dobivamo dijeljenjem nominalne kamatne stope (p) s brojem obracuna (k = 2) tijekom

godine. Dakle, relativna kamatna stopa za polugodi$nji obradun iznosi r = £. Iznos na ra¢unu
nakon godinu dana Stednje (nakon dva obracuna!) je
P2
a=c(1+%)" (1.32)
Ukoliko bi se obracuni vr$ili na kraju svakog mjeseca, iznos nakon godine dana (k = 12 razdoblja
ukamacivanja) bio bi, uz r = 43,
c=c(1+2)" 1.33
=c(1+) (133)

Naravno da niti kamatna stopa ne mora biti fiksna u cijelom razdoblju $tednje kako mi to ovdje
uzimamo. Ako je tako, tada se razdoblje podijeli na viSe podrazdoblja u kojima kamatna stopa ima
fiksnu vrijednost. Pri obracunu iznosa na racunu, konac¢ni iznos na kraju prethodnog podrazdoblja
uzima se kao glavnica za sljedec¢e podrazdoblje.

Vjezba 1.2 Osoba je 1.1.2021. godine u banku ulozila 1 000 eura. Kolikim ¢e iznosom ta osoba
raspolagati 31.12.2023. godine ako je godi$nja kamatna stopa 10%, a obra¢un kamata je godi$nji,
slozen i dekurzivan? Koliki bi bio konacni iznos na ra¢unu ukoliko bi obracun kamata bio mjesecni?

Vjezba 1.3 Osoba je na Stednju uloZila 30 000 eura. Ako na kraju Cetvrte godine Stednje raspolaze
s 45 000 eura, uz koju kamatnu stopu je ugovorena Stednja ako je obracun kamata godi$nji, sloZen i
dekurzivan?

Vjezba 1.4 Za koliko godina ¢e se udvostruciti glavnica uloZena na Stednju uz ugovorenu godi$nju
kamatnu stopu od 3.6%, ako se kamate obracunavaju kvartalno, sloZeno i dekurzivno?

1.5 Zadatci za vijezbanje
1. Odredite op¢i ¢lan aritmetickog niza —3,0,3,... .
Odredite op¢i ¢lan aritmetickog niza —18, —16,—14,... .
Odredite aritmeticki niz kojem je a; = —1, as = 5.
Odredite op¢i Clan aritmetickog niza na koji znamo da je a, = 3ii a3z = 4i.
Je li broj 96 Clan aritmetickog niza (a) 1,6,11,..., (b) 3,7,11,...?
Odredite broj i zbroj svih neparnih brojeva izmedu 175 i 243.
Odredite zbroj prvih 20 ¢lanova aritmetickog niza 1,3,5,7,... .

Odredite zbroj prvih 20 ¢lanova aritmeti¢kog niza 6,3,0,—3,... .

© © Nk WD

Odredite zbroj prvih 17 ¢lanova aritmetickog niza za koji je a; +as = 18ia7 —a3 = 8.

1
3T

_
e

Odredite op¢i ¢lan geometrijskog niza %, é,

[
—_—

. Odredite op¢i ¢lan geometrijskog niza u kojem je a; =2 1ia3 = 8.
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12. Je li 960 ¢lan geometrijskog niza 15,30,60,... ?

13. Neka je opéi ¢lan geometrijskog niza dan s a, = 2". Odredite zbroj prvih 10 ¢lanova toga
niza.

14. Neka osoba u banku ulozi 20000 eura. Izracunajte vrijednost uloga na kraju desete godine
Stednje ako je obracun kamata godiSnji, sloZen i dekurzivan uz fiksnu godiS$nju kamatnu
stopu p = 8. Koliki je ukupni iznos slozenih kamata?

15. Kolika je godiSnja kamatna stopa ugovorena za Stednju kod koje se glavnica za 4 godine
uveca za 16% ako je ukamacivanje sloZeno, dekurzivno i mjese¢no?

16. Osoba je na Stednju jednokratno uloZila 30 000 eura. Ako na kraju 4. godine Stednje
raspolaze s 35 000 eura, uz koliku kamatnu stopu je bio uloZen novac ako je obracun kamata
bio godisnji, sloZen i dekurzivan?

RjeSenja zadataka

1. a,=3n—06
2. a, =2n-20
3.a,=n-3
4. a, = (n+1)i
5. (a) da, (b) ne
6. n=35,7315
7. 400
8. —450
9. 357
10. a, = (1/3)"
11. a,=2"
12. da, 7. ¢lan
13. 2046
14. Cio =43178.49 eura, I =23178.49 eura
15. p=3.7%

16. p=3.9%



2.1

2.1.1

SloZzeni kamatni racun s visekratnim uplatama

Za razliku od sloZenog kamatnog rac¢una s jednokratnom uplatom kod kojeg se iznos novca uplacuje
jednom, na pocetku $tednje, Stednja se moZe odvijati tako da se na Stednju u jednakim vremenskim
razdobljima ulazu jednake svote. Npr. StediSa odluci da ¢e od mjese¢nog prihoda (plaée) na Stednju
stavljati jednake svote R. Uzimati ¢emo da je razmak izmedu uplata jednak duljini jednog razdoblja
za obracun kamate i da se uplate obavljaju bilo na pocetku, bilo na kraju razdoblja. Govorimo o
1. prenumerando uplati ako se fiksan iznos R uplacuje na pocetku pojedinog razdoblja uka-
macivanja,
2. postnumerando uplati ako se uplate iznosa R vrse na kraju pojedinog razdoblja ukamaci-
vanja.
Za prenumerando i za postnumerando racun nadalje odredujemo izraze za iznose konacne vrijed-
nosti viSekratnih uplata i poCetne vrijednosti visekratnih isplata.

Konacéna vrijednost prenumerando uplata

Uzmimo da osoba kroz n godina na pocetku godine uplacuje jednake iznose R. Neka je Stednja
ugovorena uz godi$nju kamatnu stopu p, fiksnu u cijelom razdoblju Stednje. Obracun kamata je
godisnji, slozen i dekurzivan. Koliki je iznos na racunu nakon isteka n-te godine? Oznacimo s ¢
dekurzivni kamatni faktor g = 1+ p.

Slika 2.4 ilustrira doprinos svake pojedine uplate kona¢noj vrijednosti racuna. Iznos R uplaéen
na pocetku prve godine mozZe se, sam za sebe, tretirati kao jednokratna uplata na vrijeme od n
godina. Onda on kona¢nom zbroju doprinosi s Rq". Dalje, iznos R upladen na pocetku druge godine
mozemo smatrati jednokratnom uplatom na vrijeme od (n — 1) godine; on kona¢noj vrijednosti
doprinosi s Rg""!, ... , iznos R uplaéen na pocetku posljednje godine $tednje kona¢noj vrijednosti
doprinosi s Rg. Konacna vrijednost, oznac¢imo je C,,, je zbroj svih navedenih iznosa (na slici desno):

Co=Rq+Rq*+---+Rq". 2.1

Primijetimo da pribrojnici ¢ine geometrijski niz: prvi lan mu je Rq, a kvocijent g. Izraz za konacnu
vrijednost dobivamo po formuli za zbroj prvih n ¢lanova geometrijskog niza.
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Y

Slika 2.1: Doprinos prenumerando uplata kona¢nom iznosu

Izraz za konacnu vrijednost prenumerando uplata iznosa R kroz n godina uz dekurzivni
kamatni faktor g je

2.2)

Ako se obracun kamata vrsi k puta godiSnje, tada je r = %,q = 1+ r te ima kn obraCuna pa

je formula za konaénu vrijednost

qkn -1
qg—1"

C.=Rq 2.3)

2.1.2 Konacna vrijednost postnumerando uplata

Uzmimo isti slucaj viSekratnih uplata, no neka se fiksan iznos R uplacuje na kraju godine. Ilustrira-
jmo slikom doprinos svake pojedine uplate konacnoj vrijednosti na racunu:

A 4
=
_

A 4
= ...
)

[\S)

Slika 2.2: Doprinos postnumerando uplata kona¢nom iznosu

Iznos R uplaéen na kraju prve godine mozemo shvatiti kao jednokratnu uplatu na vrijeme od (n— 1)
godine. On kona¢nom zbroju doprinosi s Rg"~'. Sli¢no, iznos R uplacen na kraju (n— 1). godine
moZemo smatrati jednokratnom uplatom na vrijeme od 1 godine. Iznos R upladen na kraju n-te
godine Stednje ne zaradi kamatu, on konacnoj vrijednosti doprinosi s R. Konac¢na vrijednost svih
uplata jednaka je:

Co=R+Rq+---+Rq"". (2.4)
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Pribrojnici ¢ine geometrijski niz kome je prvi ¢lan R, a kvocijent g. Prema izrazu za zbroj prvih n
¢lanova geometrijskog niza, izraCunamo konacnu vrijednost postnumerando uplata.

Izraz za konacnu vrijednost postnumerando uplata iznosa R kroz n godina uz
dekurzivni kamatni faktor g je

(2.5)

Ako se obracun kamata vrsi k puta godisSnje, tada je r = %, q = 1+ r te ima kn obracuna pa
je formula za konacnu vrijednost

qkn_l
g—1"

Ch=Rq (2.6)

m Primjer 2.1 Osoba kroz 5 godina krajem svake godine ulaZe u banku po 1000 eura. Koliko ¢e
novaca imati na kraju pete godine ako je obracun kamata godiSnji, sloZen i dekurzivan, a banka
obracunava 6% godiS$njih kamata kroz cijelo razdoblje Stednje?

Rjesenje: Imamo postnumerando racun s:

R =100
n=>5
p=6 ¢g=1.06

Po formuli za konacni iznos postnumerando racuna je

1.06° — 1
C5 = IOOOW =5637.09 eura.

m Primjer 2.2 Koliki iznos treba na kraju svakog mjeseca na Stednju uplacivati Stedisa koji Zeli za 4
godine ustedjeti 2 500 eura? Obracun kamata je mjesecni, sloZen i dekurzivan, a banka obracunava
3.2% godisnjih kamata kroz cijelo razdoblje Stednje.

Rjesenje: Imamo postnumerando racun s mjeseCnim obracunom:

C, =2500
n =4, ali ima 48 obracuna

=32, g=1 = 1.00266
p =17 15100
RjeSavamo jednadZbu
1.00266* — 1
2500=R- ———— = 51.126-R = 2500.
1.00266—1

Rjesenje je 48.90 eura.

m Primjer 2.3 Pocetkom svake godine radnik uplacuje na Stednju 300 eura dobivene boZicnice. Za
koliko ¢e godina ustedjeti 3 000 eura ako je obracun kamata godiSnji, sloZen i dekurzivan, a banka
obracunava kamatu od 4.2 % godisnje?
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Rjesenje: Imamo prenumerando racun s godi$njim obracunom:

R =300
p=42,q=1.042
C, =3000
RjeSavamo jednadZbu
1.042" — 1
= 1.042—— = 1.042" =14
3000 =300-1.0 040 —1 = 1.0 03

Logaritmiranjem dobivamo n = 8.23 godine.

2.2 Pocetne vrijednosti isplata, racun zajma

Dalje promatramo drugi problem sloZenog kamatnog racuna: problem odredivanja pocetne vri-
jednosti kod sloZenog kamatnog racuna s visekratnim isplatama. Precizno, problem je: kolikim
iznosom A treba raspolagati danas da bi se na temelju njega u sljedeéih n godina moglo isplacivati
nominalno jednake iznose R ako je obra¢un kamata godi$nji, sloZen i dekurzivan uz fiksnu kamatnu

stopu p u cijelom razdoblju.

p) Pojasnimo termin "nominalno". Kako se na temelju pocetno raspoloZivih sredstava odreduje
iznos isplata R fiksan u ¢itavom razdoblju isplata, taj iznos u cijelom vremenu isplata ne mora
imati i istu stvarnu vrijednost. Ovisno o kretanjima na trZiStu novcem isti iznos R moZe imati
razlicite stvarne vrijednosti. Dakle, iznosi isplata su samo nominalno jednaki.

2.2.1 Pocetna vrijednost prenumerando isplata
Od pocetne vrijednosti A, Zelimo na pocetku svake od n godina isplaivati nominalno jednake
iznose R. Pocetna vrijednost jest iznos koji danas moramo imati na racunu s kojega ¢e se vrSiti
navedene isplate. Uzimamo da je kamatna stopa fiksna u cijelom vremenu i jednaka p, a obracun
kamata godi$nji, sloZen i dekurzivan. Kolikim iznosom A, trebamo raspolagati? Ilustrirajmo

slikom:
R R R R R
A 1 A 2 A ? n—1 n
R A A ' A :
R
q
R
7
;
qn—l

Slika 2.3: Pocetni iznos postnumerando isplata

Na pocetku prve godine treba isplatiti iznos R, on ulazi u pocetni iznos. Na pocetku druge godine
treba ponovno isplatiti iznos R, no on u pocetni iznos ulazi s vrijedno$éu % jer Ce stajanjem godinu

dana na racunu upravo iznos % narasti do % g = R. Sli¢no ide racun i dalje. Iznos R kojeg moramo
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2.2 Pocetne vrijednosti isplata, racun zajma

isplatiti na pocetku n-te godine u pocetnoj vrijednosti jednak je —X+, jer ée uloZen na $tednju kroz
(n—1) godinu s kamatama narasti do iznosa R. Dakle, poetna vrijednost A, mora biti jednaka:

R R
An:R+5—i—~-+F. 2.7
Pribrojnici tvore geometrijski niz kome je prvi ¢lan R, a kvocijent é. Zato je
(B -1 5 ai-ay_, -a) . @
Ap =R 1 =R 1(17 = n =R n—1 =R n—1 : (28)
;1 = (=g ¢i(l-q)  ¢"e—1)

q
Pocetna vrijednost prenumerando isplata iznosa R kroz n godina uz dekurzivni kamatni

faktor g je
n
—1
1 2.9)

Ay =R———.
g
Ako se obracun kamata vrsi k puta godis$nje, tada je r = %,q = 1+ r te ima kn obracuna pa

je formula za konacnu vrijednost
(2.10)

2.2.2 Pocetna vrijednost postnumerando isplata

Kolika mora biti pocetna vrijednost A, Zelimo li na temelju nje kroz n godina ispladivati iznos R na

kraju svake godine?
R R

=
=
S

|

==

QN‘ =

...

9
=

=

Slika 2.4: Pocetni iznos postnumerando isplata

Kao prije, pocetna vrijednost A, jednaka je zbroju svih lijevo navedenih iznosa:

A, = K + K +-
g ¢ "
Pribrojnici tvore geometrijski niz kome je prvi ¢lan g, a kvocijent é. Stoga je
<l>n —1 1=¢" n n
A, =R\ _ R~ Rq(1-q") -1
g ;-1 qaf qq'(l-q q'(g-1)

2.11)

(2.12)
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Izraz za pocetnu vrijednost postnumerando isplata iznosa R kroz n godina uz dekurzivni
kamatni faktor g je

q -1
q"(g—1)

Ako se obracun kamata vrsi k puta godi3nje, tada je r = £,q = 1 +r te ima kn obraCuna pa
je formula za konacénu vrijednost

A, =R (2.13)

kn
qg"—1
A, =R——. (2.14)
g (g-1)

m Primjer 2.4 Koliki iznos treba danas poloZiti u banku da bi se na osnovi njega u sljedecih 5
godina na pocetku svake godine moglo podizati 1000 eura? Obracun kamata je godi$nji, sloZen i
dekurzivan i primjenjuje se fiksna godiSnja kamatna stopa 9%.

Rjesenje: Imamo

R=1000
n=>5
p=9,q=1.09.

Radi se o isplatama pocetkom svake godine pa je

1.09° -1
As=1000— "~ "~ ~4239.71 eura.
: 1.09%(1.09— 1) e

2.3 Racun zajma

Veca koli¢ina novca za neku investiciju osigurava se zajmom. Zajmodavatelj (najéesce banka) na
zajmu zaraduje buduci da zajmoprimatelj vrada iznos zajma uvecan za kamate. Zajam se vraca
otplatama koje se nazivaju anuiteti. Anuiteti dospijevaju u jednakim vremenskim razmacima.
Anuitet se sastoji od dva dijela:

1. otplatne kvote koja predstavlja stvarni iznos za koji se umanjuje glavnica zajma i

2. slozene kamate.
Spominjemo najc¢escu vrstu otplate zajma: otplatu jednakim anuitetima.

2.3.1 Oftplata zajma nominalno jednakim anuitetima

Uzimat ¢emo:
* da je obracun kamata godi$nji, sloZen i dekurzivan,

* da su anuiteti nominalno jednaki i da dospijevaju u jednakim vremenskim razmacima krajem
godine (postnumerando),

* da je duljina razdoblja izmedu ukamacivanja jednaka duljini dospijeca izmedu anuiteta i
iznosi jednu godinu te

* da je kamatnjak fiksan u cijelom vremenu otplate (amortizacije) zajma.

Ustalimo oznake: iznos (glavnicu) odobrenog zajma oznacavat ¢emo s C, a je oznaka za iznos
nominalno jednakih anuiteta, n oznaCava broj godina otplate zajma, p fiksni kamatnjak, a ¢
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dekurzivni kamatni faktor. Iznos C moZemo smatrati pocetnom vrijedno$éu slozenog kamatnog
racuna s postnumerando isplatama iznosa a. Dakle,
"—1
C=ad . 2.15)
q'(q—1)

Odavde dobivamo izraz za iznos nominalno jednakog anuiteta a.

Izraz za iznos nominalno jednakih anuiteta ¢ u otplati zajma iznosa C Kkroz n godina uz
dekurzivni kamatni faktor g je
"(g—1)

a=cZ (2.16)
q"—1

m Primjer 2.5 Zajam od 500000 eura odobren je poduzecu na 3 godine uz 9% godis$njih kamata.
Kolikim se nominalno jednakim anuitetima otpladuje zajam?

Rjesenje:
C = 500000
n=3
p=9,g=1.09.
3 _
a= SOOOOOM ~ 197527.38 eura.

(1.093—1)

Plan otplate zajma, otplatna tablica

Plan otplate zajma biljeZi se otplatnom tablicom. Njeno zaglavlje ima sljedeci oblik:

kraj razdoblja | anuitet | kamata | otplatna kvota | ostatak duga

U otplatnoj tablici se za i. razdoblje (i € {1,2,...,n}) otplate zajma naznacuje: iznos anuiteta a,
kamate I;, otplatne kvote R; i ostatka duga C; na kraju tog razdoblja.

Zajam se otplacuje jednakim anuitetima a pa u drugi stupac otplatne tablice u svim razdobljima
unosimo a. Kamata /; se na kraju i-tog razdoblja racuna po jednostavnom kamatnom racunu na
svotu ostatka duga C;j_ iz prethodnog razdoblja:

I;=Ci_1p. 2.17)
Anuitet je jednak zbroju kamate i otplatne kvote, to jest

a=1I+R. (2.18)
Dakle, znamo odrediti i iznos otplatne kvote R; na kraju i-tog razdoblja:

Ri=a—1,. (2.19)

Ostatak duga C; na kraju i-tog razdoblja jednak je ostatku duga C;_; iz prethodnog razdoblja
umanjenom za otplatnu kvotu R; u tom razdoblju, odnosno

Ci=Ci_1—R;. (2.20)

U tablicu unosimo i nulto razdoblje u kome je ostatak duga jednak C.
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m Primjer 2.6 Sastavimo otplatnu tablicu za zajam iz prethodnog primjera.

Rjesenje: 1znos anuiteta smo izracunali a = 197527.38 eura i on je stalan kroz sve godine.
Takoder, Cy = C. Izracunajmo podatke za kraj prve godine:

I} = Cop = 500000-0.09 = 45000,
Ri=a—-15L =~ 15252738,
C1 =Cy—R; = 347472.62.

Na kraju druge godine je:

L =C1p~31272.54,
Ry =a—Dh ~ 166254.84,
C, =Ci — R, ~ 181217.88.

Sli¢no bismo izracunali podatke za kraj preostale, tre€e godine. Podatke upiSemo u otplatnu

24

tablicu:
i a I; R Gi
0 - - - 500000
1 | 197527.38 | 45000 152527.38 | 347472.62
2 | 197527.38 | 31272.54 | 166254.84 | 181217.88
3| 197527.38 | 16309.60 | 181217.88 0
Y | 592582.14 | 92582.14 500000 /

U zadnjem retku tablice su zbrojevi svih elemenata pojedinih stupaca. Ti se zbrojevi koriste
pri kontroli to¢nosti elemenata otplatne tablice.

Kontrola to¢nosti elemenata otplatne tablice
Kako provjeriti je li izradena otplatna tablica tocna? Ve¢ se za vrijeme izrade moZe provesti kontrola
tocnosti jer za svaki element tablice postoji formula za njegovo izracunavanje, ne preko prethodnih
izraza veé neovisno o njima. Mi ¢emo ovdje navesti kako kontrolirati to¢nost gotove otplatne
tablice:

a) otplatnim se kvotama otpladuje dug, znaci zbroj svih otplatnih kvota jednak je iznosu

zajma C,
b) zbroj svih anuiteta jednak je iznosu zajma uveéanom za zbroj svih kamata.

Provjerimo li po ovim elementima otplatnu tablicu iz prethodnog primjera, vidimo da je to¢na.

Racun rente

Rentom zovemo placanja koja se javljaju u pravilnim vremenskim razmacima. Iznosi placanja
mogu biti jednaki ili promjenjivi, mogu se upladivati ili ispladivati poc¢etkom (prenumerando) ili
krajem (postnumerando) razdoblja. Razlikujemo:
1. uplate: rentni iznosi r uplacuju se na neki racun i ukamacuju po sloZenom kamatnom racunu
za visestruke uplate,
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2. isplate: rentni iznosi r isplaéuju se od uloZenog iznosa (glavnice) ukamaéenog po slozenom
kamatnom racunu. Primjenjuju se izrazi kao kod otplate zajmova s razlikom Sto anuitet
zovemo renta. Ukoliko je iznos rente manji od do tada dospjelih kamata, govori se o vjecnoj
renti.

m Primjer 2.7 Od iznosa 200000 eura se kroz 15 godina ispladuju jednaki iznosi rente krajem
godine. Koliki su iznosi rente ako je fiksni godisnji kamatnjak 9%, a obracun kamata je godi$nji,
sloZen i dekurzivan?

Rjesenje:
C =200000
n=15
p=9,q=1.09.

Da bismo izraCunali iznos rente, koristimo izraz kao kod raCunanja anuiteta:

ng—1
rec 94D 5ae1178 cura.

q"—1

Racun otpisa

Kod dobara kojima se zbog habanja ili starenja smanjuje vrijednost, jednom godis$nje provodi se
otpis (amortizacija). Otpisivanjem se u danoj godini vrijednost s pocetka godine reducira na ostatak
vrijednosti na kraju godine. U racunu ¢emo koristiti oznake:

* A - iznos nabavne vrijednosti dobra,

* N - trajanje dobra izraZeno u godinama,

* R, - iznos ostatka vrijednosti nakon n godina,

* a, - iznos otpisne kvote u n-toj godini otpisa.

Ako su otpisne kvote a, jednake u svakoj godini otpisa, govorimo o linearnom otpisivanju. Ako
su otpisne kvote opadajuce, govorimo o degresivnom otpisivanju.

Linearno otpisivanje

Kod linearnog otpisivanja su godisnji iznosi otpisa konstantni: a, = a. Neka je A nabavna
vrijednost dobra, N njegovo trajanje u godinama, a Ry ostatak cijene nakon isteka vremena trajanja
dobra. Jednake godiSnje iznose otpisa racunamo po formuli

A —Ry

a= v (2.21)

Ostatak vrijednosti dobra nakon n godina jednak je
R,=A—na, n<N. (2.22)

m Primjer 2.8 Nabavna cijena stroja iznosi A = 50000 eura. OtpiSimo ga linearno za N = 5 godina
na ostatak vrijednosti Rs = 10000 eura.
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Rjesenje: Jednake otpisne kvote imaju iznos:
_A—Ry _50000— 10000
N 5

Nabavna se vrijednost stroja na kraju svake godine otpisa umanjuje za 8000 eura. Dakle,
ostatak vrijednosti nakon prve godine otpisa je Ry = 42000 eura. Racunajuci dalje dobivamo:

a = 8000 eura.

Ry =34000,R3 = 26000,Rs = 18000, R5 = 10000.

Kako je i traZeno, stroj je u 5 godina otpisan do ostatka vrijednosti od 10000 eura. MoZemo
sastaviti plan otpisa:

godina | poC. vr. R,_; | otp. kvotaa | ostatak vr. R,, | % otpisa, p, = Rn“_l -100
1 50000 8000 42000 16.0
2 42000 8000 34000 19.05
3 34000 8000 26000 23.53
4 26 000 8000 18000 30.77
5 18 000 8000 10000 44.44

U zadnjem stupcu tablice izraCunati su postotci otpisa. Postotak otpisa p,, svote a od pocetne
vrijednosti R, ra¢unamo po formuli R:il -100. Kod linearnog otpisivanja vidljiv je jaki
porast postotaka otpisa u odnosu na svaku sljedecu pocetnu vrijednost. To je "mana" linearnog
otpisivanja.

U primjeru smo vidjeli da postotci otpisa kod linearnog otpisivanja rastu. Zelimo li postotke otpisa
ujednaciti, jasno je da iznose otpisa treba s vremenom umanjivati. To je slucaj kod degresivnog
otpisivanja.

Aritmeticko-degresivno otpisivanje

Slucaj aritmeticko-degresivnog otpisa jest slucaj kad se godiSnje otpisne kvote umanjuju za stalan
iznos d. One tada ¢ine (padajuéi) aritmeticki niz. Kod ovog otpisa poznata je prva otpisna kvota aj,
nabavna vrijednost dobra A i ostatak vrijednosti Ry. Iznos d umanjenja godisnje otpisne kvote da
se izraunati. Naime, otpisne kvote su redom

aj,ap=ay1—d,...,ay=a;—(N—1)d. (2.23)
Znamo da je zbroj svih otpisnih kvota u N godina otpisa jednak ukupnom iznosu otpisa, tj.
ar+a+---+ay =A—Ry. (224)

Prema izrazu za zbroj prvih N ¢lanova padajuéeg aritmetickog niza slijedi
N
§(2a1 —(N—1)d) =A—Ry. (2.25)

Zelimo odrediti d. Iz Na; — Y1 g — A — Ry slijedi da je

N(N-1)

5—d=Nai—(A—Ry). (2.26)
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Izraz za iznos razlike d za koju se umanjuju otpisne kvote pri aritmeticko-degresivnom
otpisivanju, a uz zadane iznose prve otpisne kvote @, vremena otpisa N te pocetne
vrijednosti A i ostatka vrijednosti Ry je

[Na; — (A —Ry)]
N(N—1)

d=2 2.27)

m Primjer 2.9 Nabavna cijena stroja iznosi A = 50000 eura. Stroj treba u roku od N = 5 godina
aritmeticko-degresivnom metodom otpisati do vrijednosti Rs = 10000 eura pri ¢emu se u prvoj
godini otpisuje a; = 15000 eura. Sastavimo plan otpisa.

Rjesenje: Prvo po formuli izraCunamo da je iznos d umanjenja otpisnih kvota jednak 3500
eura. Sastavimo tablicu:

god. | poC. vr. R,_ | otp. kvotaa | ostatak vr. R, | % otpisa, p,
1 50000 15000 35000 30
2 35000 11500 23500 32.90
3 23500 8000 15500 34.00
4 15500 4500 11 000 29.00
5 11000 1000 10000 9.10

Iz tablice u primjeru vidimo da su postotci otpisa (s iznimkom onog u posljednjoj godini) kod
aritmeticko-degresivne metode uravnoteZeniji nego kod linearnog otpisa. Primijetimo da otplatne
kvote ¢ine padajuéi aritmeticki niz: svaka sljedeca je za 3 500 eura manja od prethodne.

Geometrijsko-degresivno otpisivanje

Kod metode geometrijsko-degresivnog otpisa se svake godine otpisuje p% ostatka vrijednosti iz
prethodne godine. Dakle, postotak otpisa je fiksan i iznosi p. Ostatak vrijednosti nakon godinu
dana je

Ri=A—A-p=A(1-p). (2.28)
Dalje je

Ry=R —R|-p=Ri(1—p)=A(1—p)*. (2.29)
Opcenito je

R,=A(1—p)". (2.30)

Vidimo otkud metodi naziv: ostatci vrijednosti ¢ine geometrijski niz ¢iji je prvi ¢lan A (1 —p), a
kvocijent 1 — p. U pravilu je u raunu zadano A, a na temelju zadanih dviju od triju preostalih
veli¢ina R,, p i n odredi se nepoznata veliCina.

m Primjer 2.10 Stroj nabavne vrijednosti 50000 eura otpiS§imo kroz 4 godine geometrijsko-degresi-
vnom metodom uz 20 % vrijednosti godiSnje.
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Rjesenje:
A = 500000
n=4
p =20% = 0.20.

Racunamo ostatke vrijednosti:
R; =50000 (1—0.20) = 40000, R, = 50000 (1 — 0.20)2 = 32000, R3 = 25600, R4 = 20480.

Tablica otpisa je

god. | poC. vr. R,_1 | otp. kvota a | ostatak vr. R, | % otpisa, p,
1 50000 10000 40000 20
2 40000 8000 32000 20
3 32000 6400 25600 20
4 25600 5120 20480 20

Vjezba: Nakon kojeg vremena e vrijednost stroja pasti ispod 1 000 eura?

2.6 Zadatci za vjezbanje

1.

Osoba uplacuje iznos od 5 000 eura na kraju svake godine kroz 6 godina. IzraCunajte iznos
kojim raspolaZe po isteku Stednje ako je obracun kamata godi$nji, sloZen i dekurzivan uz
fiksni godisnji kamatnjak p = 5.

. Koliki iznos valja upladivati u banku pocetkom svake godine ako se na kraju osme godine na

osnovi tih uplata Zeli raspolagati iznosom od 7 000 eura? Obrac¢un kamata je godiSnji, sloZen
i dekurzivan i primjenjuje se kamatna stopa 8.8%.

. Neka osoba ima otvorena dva racuna Stednje: na jednoga je jednokratno uloZila 10 000 eura

uz godis$nju kamatnu stopu od 3.5, a na drugoga krajem svake godine uplacuje po 1 200 eura
uz kamatnu stopu od 4% godisnje. Na kojem od ta dva racuna ¢e osoba nakon 8 godina imati
vecu svotu novaca ako je na oba obracun kamata godi$nji, sloZen i dekurzivan?

IzraCunajte kolika je konacna vrijednost na racunu po isteku 15 godina Stednje ako osoba na
racun krajem svake godine kroz prvih 10 godina Stednje uplacuje iznos od 600 eura, a dalje
novci leZe na racunu sljedecih 5 godina. Obracun kamata je godisnji, sloZen i dekurzivni uz
fiksni godisnji kamatnjak p = 4.

. Zajam od 500 000 eura je odobren na 10 godina uz 9% godisnjih kamata i otpladuje se

jednakim anuitetima a na kraju godine. Odredite a.

Zajam se otplacuje kroz 15 godina jednakim anuitetima a iznosa 2 000 eura na kraju mjeseca
uz 6% godis$njih kamata. Odredite iznos zajma.

. Zajam od 150 000 eura odobren je tvrtki na 5 godina uz 4% kamata i plaanje postnumerando

anuitetima koji su nominalno jednaki. Sastavite otplatnu tablicu.

. Izradite otplatnu tablicu za plan otplate zajma od 80 000 eura jednakim anuitetima. Zajam

je odobren na 8 godina uz 7.5% godis$njih kamata, a obracun kamata je godisnji, sloZen i
dekurzivan.
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9. Na pocetku svake godine kroz 5 godina Zelimo isplacivati po 10 000 eura. Koliku svotu
treba uloZiti na racun ako je kamatna stopa jednaka 5, a obracun kamata godisnji, sloZen i
dekurzivan?

10. Nabavna vrijednost stroja iznosi 12 500 eura . OtpiSite ga u roku od 8 godina:
(a) aritmeticko-degresivnom metodom do iznosa 5 000 eura ako je prva otpisna kvota 2
100 eura
(b) geometrijsko-degresivnom metodom po 25% godiSnje.

RjeSenja zadataka
1. 34 009.56 eura

587.62 eura

prvi: 13 168.09 eura, drugi: 11 057.07 eura
8 764.36 eura

77910 eura

237 000 eura

45 459.50 eura

A A U T



3.1 Vektori u n-dimenzionalnom realnom prostoru

Vektori u n-dimenzionalnom realnom prostoru R"” su uredene n-torke realnih brojeva. Dakle,
vektor d zadanjes d = (ay,az,...,a,) ,a; €R,i=1,2,....n. Dva vektora @ = (aj,as,...,a,) i
b = (by,by,...,by) su jednaka ako i samo ako je a; = by, ap = ba, -+, a, = by,

Osnovne rac¢unske operacije s vektorima
Neka su zadani vektori d = (ay,az,...,a) i b= (b1,by,...,by,). Definiramo:
1. zbroj vektora @i b
T+ b =(a1+bi,ar+bs,...,an+by), 3.1)
2. razliku vektora @i b
@—b=(ar—br,ar—bs,...,an—by), (3.2)
3. skalarni produkt vektora @ i b kao broj
@b =arb) +aby+ -+ apby, (3.3)
4. mnoZenje vektora skalarom: za vektor @ = (a1,az,...,a,)iA €R
Ad = (Aay,Aay, ..., Aay,), (3.4)

5. duljinu vektora @ s

12|l = Va2 +a?+-+a’ (3.5)

Duljina vektora naziva se jos i norma vektora ili apsolutna vrijednost vektora. Kao $to vidimo iz
definicija, || @ || se ratuna po formuli

|dl|=va-d. (3.6)
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Istaknuti vektor u R” je nul-vektor, u oznaci 6; 0= (0,0,...,0). Posebno se oznaCavaju i vektori:
e1 = (1,0,0,...,0),e3 = (0,1,0,...,0), ..., e, = (0,0,0...,1). Svaki vektor @ = (aj,a,...,a,)

—>

moZemo zapisati kao linearnu kombinaciju vektora e1,e3, ..., e,:

—
a

=ajel+ares +---aey. (3.7

Definicija 3.1.1 — Linearna nezavisnost vektora. Vektori ari,as,..., dm, m €N, dx € R" za
sve k € {1,2,...m} su linearno nezavisni ako iz

-
— — —
aai+oar+--+0,d,, =0 (3.8)
slijedi ¢} = ap = --- = @, = 0. Vektore koji nisu linearno nezavisni zovemo linearno zavis-
nima.
Vektori e7,e3,...,e, n-dimenzionalnog realnog prostora R” su linearno nezavisni. Naime, za

o €R,i=1,2,...,njednadZba

e+ 0B+ -+ e =0 (3.9)
povlaci
(0,00,...,0,) =0, (3.10)

Sto vrijedi ako i samo akoje o) = 0p = -+ =

Ay
—>
a

0.
3= (1,1,1)ia3 = (0,1,—1) linearno nezavisni u

= Primjer 3.1 Jesu li vektori aj = (2,—3,1),
R3?
RjeSenje: Zelimo znati za koje realne brojeve o, o, 03 je
o+ opa +oaa = 0.
Uvrstimo vektore:
01(2,-3,1)+m(1,1,1)+ 03(0,1,—1) = (0,0,0).
Sredimo izraz s lijeve strane; dobivamo
2oy +a, =301+ 0+ a3, 01 + 0 — a3) = (0,0,0).
RjeSavanjem sustava jednadZzbi

200+ ap =0
—3o1+am+o3=0
o +op—0a3=0

dobivamo da je oy = 0 = o3 = 0. Zakljucujemo da zadani vektori jesu linearno nezavisni.
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3.2 Matrice

Definicija 3.2.1 — Matrica. Matrica A tipa m X n je tablica od m - n elemenata (realnih brojeva)
koji su svrstani u m redaka i n stupaca:

aip diz2 -t Alp
a)i ap - A

A= . G.11)
aml Am2 - Amn

Krace se piSe A = (g;;). Element a;; matrice A nalazi se na sjecistu i-tog retka i j-tog stupca.

Ako je m = n, matricu A zovemo kvadratna matrica reda n. Glavnu dijagonalu kvadratne
matrice A reda n Cine elementi: ajj,as,...,a:,, a njenu sporednu dijagonalu Cine elementi:

Aln,d2n—1,---,0n1-

3.2.1 Posebne matrice

1. Nul-matricom zovemo matricu bilo kojeg tipa ¢iji su svi elementi jednaki O:

O=| : C - (3.12)

2. Matrica tipa n X 1 zove se vektor-stupac. Matrica tipa 1 x n zove se vektor-redak.

3. Kvadratnu matricu reda n u kojoj su elementi na glavnoj dijagonali jednaki 1, a svi izvan nje
0, ozna¢avamo s I, i zovemo jedini¢na matrica reda n. Dakle,

10 0
L= e (3.13)
00 1

4. Dijagonalnom matricom zovemo kvadratnu matricu kojoj su svi elementi izvan glavne

dijagonale jednaki O:
aj; - 0
D= oo . (3.14)
0 - ay

5. Kvadratnu matricu zovemo gornje-trokutasta ako su joj svi elementi ispod glavne dijagonale
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jednaki O:
apy a2 @3 o A
0 ax axn - axy
GT = 0 0 aszy -+ aizp . (3.15)
0 0 - 0 ap
6. Donje-trokutasta je ona kvadratna matrica u kojoj su svi elementi iznad glavne dijagonale
jednaki O:
a 0 0 -0
anq ar 0 - 0
Dr = (3.16)
ap-11 ap-12 ap-13 -+ 0
Anl an2 an3 Tt dpn

3.2.2 Operacije s matricama

Posebna operacija nad matricama je transponiranje. Za matricu A = (a;;) tipa m X n, transponirana
matrica je matrica

ar azr - dml
aig a4z - am

AT = . (3.17)
Aip Azp -+ Qmp

Uocavamo da pri transponiranju matrice retci postaju stupci i obratno.

m Primjer 3.2 Transponirajmo matricu

2 -1 3 2 4 —1
A=| 4 o 2|, AT=| -1 0 2
-1 2 3 3 2 3

Definicija 3.2.2 — Simetricna matrica. Kvadratnu matricu zovemo simetri¢nom ako je
AT = A, a antisimetri¢nom ako je AT = —A.

Slijedi definiranje racunskih operacija s matricama.

A) Zbrajanje matrica
Matrice je mogude zbrojiti samo ako su istog tipa. Imamo li matrice A = (a;;) i B = (b;}),
obje tipa m X n, njihov je zbroj matrica C = (c;;) tipa m X n, pri Cemu je
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cij=a;j+bij, 1<i<m,1<j<n. (3.18)

PiSemo A + B = C. Elementi matrice C dobiveni su zbrajanjem odgovarajucih elemenata
matrica A i B. Pogledajmo primjer.

= Primjer 3.3
2 3 -1 0 1 3
4 —1 |+ 2 =2 |=|6 -3
0 2 0 1 0 3

B) MnozZenje matrice skalarom
Ako je zadan o € R i matrica A = (a;;) tipa m x n, onda je matrica @A tipa m x n i zadana je
kao

0A = (aa;;). (3.19)

= Primjer 3.4

| Definicija 3.2.3 — Suprotna matrica. Suprotna matrica matrice A je matrica —A = (—a;;).

C) Oduzimanje matrica
Neka su A i B matrice istog tipa. Tada je

C=A-B=A+(-B). (3.20)

Oduzeti matricu B od matrice A znaci zbrojiti matricu A sa suprotnom matricom matrice B.

= Primjer 3.5 Odredite 3A — 2B za matrice:

2 3 2 1 0 -1 8 9 8
A=|4 -1 3 |, B=| 2 -2 o0 |, 3A-2B=|8 1 9
0 2 -2 0o 1 1 0 4 —8

Svojstva zbrajanja i oduzimanja matrica
1. Zbrajanje matrica je komutativno. Ako su matrice A i B istog tipa, tada je

A+B=B+A. (3.21)
2. Zbrajanje matrica je asocijativno. Ako su matrice A, B,C istog tipa, tada je

A+ (B+C)=(A+B)+C. (3.22)
3. Nul-matrica (odgovarajuceg tipa) je neutralni element za zbrajanje matrica, to jest vrijedi

O+A=A+0=A. (3.23)
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4. Zbroj matrice i njoj suprotne matrice je nul-matrica istog tipa:
A+(-A)=0 (3.24)

D) MnoZenje matrica
MnoZenje matrica je neSto sloZenija operacija. Matrice moZemo mnoZiti samo ako su
ulancane, to jest, ako je broj stupaca prve matrice jednak broju redaka druge matrice. Ako
su matrice A i B ulancane i A je tipa m X n, tada B mora biti tipa n X r za neki r € N.
Produkt matrica A i B, pri ¢emu je matrica A tipa m X n, a matrica B tipa n X r je matrica C
tipam xr,C=A-B=(c;j). Pritom je

n
cij = apnbij+apbyj+ -+ ainbnj =Y auby;. (3.25)
k=1

Rp) MnoZenje matrica moZemo vizualizirati na sljedeCi naCin. Svaki od m redaka matrice A
moZemo smatrati jednim vektorom, dakle imamo vektore:

- ._1
a; = (a,-l,aiz,...,ai,,), t1=1...,m.

Sli¢no, svaki od r stupaca matrice B takoder moZemo smatrati jednim vektorom, pa imamo
vektore:

E;‘: (blj,sz,...7bnj), j= 1,...}".

— .o .
Primijetimo da su zbog ulancanosti matrica A i B vektori a;, b; za sve i, j elementi od R".

=
Element ¢;; matrice C = A - B dobivamo tako da skalarno pomnoZimo a;sbh 5 dakle, vektor
iz i. retka matrice A skalarno mnozimo s vektorom iz j. stupca matrice B. Kako imamo m
vektora-redaka u A i r vektora stupaca u B, mogu¢ih umnozaka ima m - r.

m Primjer 3.6 PomnoZimo matrice

Rjesenje: Matrice A i B su ulanCane: prva je tipa 3 x 2, druga 2 x 2. Zato moZemo izracunati
A- B iumnozak je matrica tipa 3 x 2. Da bismo dobili element na mjestu (1, 1) umnoska,
mnozimo skalarno vektor iz 1. retka matrice A s vektorom iz 1. stupca matrice B. Dalje,
element umnoska na mjestu (1,2) dobivamo kao skalarni produkt vektora iz 1. retka matrice
A i vektora iz 2. stupca matrice B. Opéenito, na mjestu (i, j) umnoska stoji skalarni produkt
vektora iz i. retka matrice A s vektorom iz j. stupca matrice B. PiSemo

2 1 2.1+41-(-1)  2:0+1-1 11
10

0o -1 | =] 0-14(=1)-(=1) 0-0+(=1)-1 |=] 1 =1
1 1

3 -2 31+ (=2)-(=1) 3-04(=2)-1 5 -2

Uoc¢imo da produkt B - A nije definiran jer u ovom poretku B i A nisu ulancane. Naime, B je
tipa2x2,aAtipa3x?2.
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m Primjer 3.7 Odredimo A - B i B-A ako su zadane kvadratne matrice

2 1 10
, B=
0 —1 -1 1

A=

Rjesenje: Matrice su ulancane u oba poretka mnoZenja, pa su oba produkta dobro definirana.

2 1 10 2-141-(=1) 2-041-1 11
0 —1 —1 1 0-14(=1)-(=1) 0-0+(=1)-1 1 -1

10 2 1 1:240-0  1-140-(—1) 2 1
~1 1 0 —1 —1241-0 —1-141-(=1) 2 2

Vidimo iz primjera da mnoZenje matrica nije komutativno. Cak i ako je moguce izracunati A - B i
B-A, opCenito

A-B#B-A. (3.26)
Svojstva mnozenja matrica

1. MnoZenje matrica je asocijativno, to jest, ako je moguce izvesti sve navedene operacije, tada
je

(A-B)-C=A-(B-C). (3.27)

2. MnozZenje matrica je distributivno prema zbrajanju matrica: ako je mogude izvesti sve
navedene operacije, tada je

A-(B+C)=A-B+A-C (3.28)
(A+B)-C=A-C+B-C (3.29)

3. Neka je A kvadratna matrica reda n. Tada je
A-I,=1,-A=A. (3.30)

Kazemo da je jedini¢na matrica reda » jedini¢ni element za mnoZenje s matricama reda n.

4. Matrica A pomnoZena nul-matricom odgovarajuéeg tipa kao rezultat daje nul-matricu:
A-O=0-A=0. (3.31)

m Primjer 3.8 Odredimo umnoZzak A - B matrica

1 2 1 00
1 0 -1 00
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m Primjer 3.9 Odredimo a i b tako da vrijedi

2 1 b a 10 1
0 —1 -1 1 I -1

Rjesenje: Kad odredimo umnoZak matrica s lijeve strane jednakosti, dobivamo

2b—1 2a+1 10 1
1 -1 1 -1

Iz ovoga vidimo da ¢e matrice biti jednake ako je 2b—1=10i2a+1=1,t. a=0,b=11/2.

|
Ako je zadana kvadratna matrica A, mozemo definirati potencije matrice A:

A2=A-AA>=A-A-A, .. (3.32)

2
= Primjer 3.10 Za zadanu matricu A = i funkciju f(x) = 2x> 4 3x — 4 odredimo f(A).
0 4

RjeSenje: Ratunamo f(A) = 2A% + 3A — 4L,. Ovdje je

) 2 -1 2 —1 4 —6 10
A2=AA= _ b=
0 4 0 4 0 16 0 1
4 -6 2 -1 10 10 —15
Rjesenje je f(A) =2- +3. —4. —
0 16 0 4 01 0 40

Rang matrice

MozZemo smatrati da su u retke (stupce) matrice slozeni vektori. Naucit ¢emo kako uz pomoé
elementarnih transformacija nad matricom odrediti najveci broj linearno nezavisnih vektora medu
svim vektorima u matrici. Bududi da razlikujemo vektore u retcima matrice i one u stupcima
matrice, vazno je znati sljedece.

Teorem 3.2.1 — Broj linearno nezavisnih redaka matrice. Najveci broj linearno nezavisnih
redaka matrice A jednak je najvecem broju linearno nezavisnih stupaca matrice A.

Definicija 3.2.4 — Rang matrice. Najvedi broj (r) linearno nezavisnih redaka (stupaca) matrice
A zovemo rang matrice A i piSemo rang A =r.

m Primjer 3.11 Matrica

A=

ocigledno je ranga 1 jer ima dva jednaka stupca. "
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Odredivanje ranga matrice

Opcenito se rang matrice odreduje Gaussovim algoritmom. Opisujemo ga u nastavku. Rang
matrice odreduje se provodenjem elementarnih transformacija nad retcima (stupcima) matrice.
Elementarne transformacije su:

1. medusobna zamjena dvaju redaka (stupaca) matrice,

2. mnoZenje retka (stupca) matrice brojem razlicitim od 0,

3. dodavanje retka (stupca) matrice drugom retku (stupcu) matrice.
Primjenom elementarnih transformacija ne mijenja se rang matrice, a matricu transformiramo u
gornje-trokutastu. Pokazuje se da je rang tako transformirane matrice jednak broju redaka (stupaca)
koji su razliciti od nul-vektora.

Ovdje ¢emo, bududi je to dovoljno za kasnije primjene, Gaussov algoritam provoditi samo nad
retcima matrice. U tom je sluCaju rang matrice jednak broju redaka koji su razliciti od nul-vektora.

m Primjer 3.12 Matrica
1 1

2 2

A=

ocigledno je ranga 1 jer ima dva jednaka stupca. Kad bismo joj odredivali rang, sveli bismo je na
gornje-trokutasti oblik.
Ispod broja 1 koji se nalazi na mjestu (1, 1) trebamo imati 0, stoga taj element proglasimo pivotnim
elementom (razrjeSnim elementom). Nad matricom smijemo provoditi elementarne transformacije
jer one ¢uvaju rang matrice. Kad od drugog retka oduzmemo dvostruki prvi redak na mjestu (2,1)
matrice dobivamo O:

1 11

2 2 11-21 0 0

Redak u kome je uzet pivotni element se pri provodenju elementarnih transformacija ne mijenja
veé se prepisuje dalje. Naznacene operacije provode se napamet; rezultat se zapisuje u redak koji
transformiramo. U dobivenoj gornje-trokutastoj matrici imamo samo jedan vektor (redak) razlicit
od nul-vektora. Dakle, rang matrice A jednak je 1. "

m Primjer 3.13 Odredimo rang matrice

1 0 2
A= 3.1 5
-1 1 -2

Rjesenje: Proglasimo element 1 na mjestu (1, 1) pivotnim elementom. Zelimo na mjestima
(2,1)1(3,1) dobiti 0. To ¢emo postici ako od II. retka oduzmemo trostruki I. redak te kad
III. redak zbrojimo s I. retkom. Redak u kome je pivotni element prepisujemo, ostale retke
transformiramo:

0 2 10 2
31 5| u=3~|01 -1 |~
1 1 =2 ) Hi+1 01 0
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Sada za pivotni element uzimamo broj 1 na mjestu (2,2). Kako matricu Zelimo svesti na
gornje-trokutast oblik, moramo ispod glavne dijagonale imati same 0. Prvi redak prepiSemo,
drugi takoder. Element 1 na mjestu (3,2) pretvorit ¢emo u 0 kad od /1. retka oduzmemo II.

redak.
1 0 2 1 0 2
~1 0 ~1 ~l o1 -1
0 1 0 I —-11 0 0 1

Matrica A svedena je na gornje trokutasti oblik. Niti u jednom retku nemamo nul-vektor pa
zakljuCujemo da rang matrice A iznosi 3.
|

Primijetimo da je za pivotni element dobro imati broj 1 jer je tada olakSano "poniStavanje" elemenata
ispod pivotnog. Naime, jednostavno mnoZimo redak u kojemu je uzet pivotni element brojem
suprotnim elementu kojeg poniStavamo i zbrojimo odgovarajuce retke.

m Primjer 3.14 Odredimo rang matrice

1 1 -3
B=| 2 4 -4
1 -3 1

Rjesenje:

(1] 1 -3 11 -3 11 -3
2 4 —4 | mn-2~|0 [2] 2 /2 ~[o 1 1

-1 -3 1 mr+1 0 -2 -2 Hnr+1 00 O

Primijetite da je u zadnjem koraku racuna drugi redak matrice podijeljen brojem 2. Matrica B
je ranga 2.

m Primjer 3.15 Odredimo rang matrice

Rjesenje: Kako bismo na mjestu (1,1), gdje stoji element 2 dobili 1 koji je najpogodniji da
bude razrjes$ni element, vr§imo elementarnu transformaciju zamjene dvaju redaka pa prije
pocetka postupka mijenjamo prvi i drugi redak.

1] 3 2 13 2 13 2

2 1 -1 | =20 ~| 0 [-5] =5 ~l 0o -5 -5

1 -2 0 1r—1 0 -5 -2 hnr—1i 0O O 3

Rang matrice C je 3.
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| |
1 2
Vjezba 3.1 Odredimo rang matrice B = 3 5
-1 -2
3.3 Zadatci za vjezbanje
1. Za zadane matrice A,BiC
1 51 -3 5 1 1 0
A= , B= , C=
-1 1 3 -1 0 -2 0 -1
izraCunajte:
(a) A—-B+C
(b) 2A+B-C
(c) A-CT
@ (A-c)-B"
. Odredite umnoZak matrica A - B za
2 4
-1 1 2
A= , B=11 1
0 20
0 —1
Je li moguce odrediti B-A? Ako jest, odredite.
. : 0 .
. Provjerite da za matricu A = vrijedi A2 = 0.
00
. Odredite a i b tako da vrijedi
2 1 3 2a 8 1
0 —1 2 —b -2 -1
. Odredite rang matrica
2 5 -3 1 3 -1
@A=111 0 ()A=]13 5 -5
4 3 1 11 7
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Rjesenja zadataka

1. (a)

(b)

(©

50 1
00 6
—2 15 2
-3 3 3
2 —4
2 2



4.1 Matrice u rjesavanju sustava linearnih jednadzbi

Definicija 4.1.1 — Sustav linearnih jednadzbi. Nekasum,n € Nia;j,b;cRzal <i<mi
1 < j < n. Sustav od m linearnih jednadzbi s n nepoznanica x1,xy,...,X, je sustav oblika

anxi+apxy+ ...+ apx, = b
arix1+axnxy+...+ayux, = by

A1 X1+ amaxo + ...+ QunXn = by,

Realni brojevi a;; zovu se koeficijenti sustava. Koeficijente sustava moZemo zapisati u matricu

sustava
ar aipp -+ Aip
azr dzp -+ dp
A= . .1
aml Am2 " dmn

Brojeve b; zovemo slobodnim koeficijentima. Slobodne koeficijente i nepoznanice zapisujemo
kao vektor-stupce b i x

by x|

b Y
b= _2 ’ r= .2 ’ “42)
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Sada sustav iz definicije moZemo zapisati u matricnom obliku kao Ax = b.

Sustav je rjesiv ako postoji barem jedan vektor x koji uvrsten u matri¢nu jednadzbu Ax = b daje
istinitu jednakost. Ima sustava koji nisu rjeSivi. Pitanje rjeSivosti sustava ilustriramo na primjeru
sustava od dvije jednadzbe s dvije nepoznanice.

Znamo da svaka jednadZba sustava od dvije linearne jednadZbe s dvije nepoznanice odreduje pravac
u koordinatnom sustavu. Rjesenje sustava je tocka u koordinatnom sustavu u kojoj se zadana dva
pravca sijeku.

* Neka je zadan sustav

3x+2y=5
x—y=2.
Bududi su zadani razliciti neparalelni pravci, njihovo sjeciste postoji i jedinstveno je odredeno.
Stoga i sustav jednadZbi ima jedinstveno rjesenje. (Odredite ga!).

¢ JednadZbe sustava

—x+y=1
—x+y=>5.
zadaju paralelne i razli¢ite pravce. Kako se razliCiti paralelni pravci ne sijeku, ovaj sustav

nema rjeSenje. KaZzemo da je sustav nemogué, nerjesiv ili nekonzistentan. Primijetimo da je
rang matrice sustava jednak 1.

* Kod sljedeceg sustava obje jednadZbe zadaju jedan te isti pravac.

—x+y=1
—2x+42y=2.

Svaka tocka pravc a jest rjeSenje sustava. Ovaj sustav, dakle, ima beskonacno mnogo rjesenja.
KaZemo da je neodreden.

Opéenito vrijedi da sustav od n jednadzbi s n nepoznanica ima jedinstveno rjeSenje ako i samo ako
je rang matrice koeficijenata sustava jednak n. Sustav linearnih jednadzbi se rjeSava Gaussovim
postupkom. Postupak je sljededéi:

* sastavimo proSirenu matricu (A|b),

* nad (A|b) provodimo elementarne transformacije nad retcima da bismo je transformirali u
oblik (I,|c),

* matrica c je vektor rjeSenja sustava.

[lustriramo opisani postupak primjerom.

m Primjer 4.1 Odredimo rjeSenje sustava od tri jednadZbe s tri nepoznanice

2+ y— z=2
x+3y+2z=1
x+ y+ z=2

Rjesenje: Na proSirenoj matrici (A|b) vr§imo transformacije kako bismo je sveli na gornje-
trokutasti oblik. Bududi da je zgodno za razjes$ni element imati broj 1, zamjenjujemo
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mjesta prve i druge jednadzbe. PoniStavanja elemenata ispod razrje$nog elementa provodimo
istodobno.

1] 3 21 1 3 21

21 —1|2 | =21~ 0 =5 =5]0 | :(=5) ~

11 12 ) -1 0 —2 -1]1
13 21 13 2|1
~lo [1] 1]o0 ~l o1 1/0
0 —2 —1[1 ) m+21 00 11

Kad je matrica dovedena u gornje-trokutasti oblik, iz treceg reda matrice (treCe jednadZzbe)
¢itamo z =1 (0x+0y+z = 1). Potom u drugom retku imamo y+z = 0 pa je y = —1. Na kraju,
u prvom retku imamo x + 3y + 2z = 2 $to uz poznate y i z daje x = 2. Jedinstveno rjeSenje
sustava je vektor (2,—1,1).

m Primjer 4.2 Odredimo rjesenje sustava od tri jednadZbe s tri nepoznanice

3x—4y— z=1
2x—-3y+ z=1
x—2y+3z=2

Rjesenje: Pri formiranju proSirene matrice (A|b) odmah zamijenimo mjesta prve i trece jed-
nadZbe kako bismo za razrjeS$ni element imali broj 1. Potom vrSimo elementarne transformacije
i svodimo matricu na gornje-trokutasti oblik.

1] —2 3|2 1 -2 3|2

2 =3 1|1t | u-20 ~ o0 [1] -5|-3

3 4 —1]1 11 —31 0 2 —-10|-5 11 —2I1
1 -2 3|2
~10 1 =5|-3
0 0 0|1
U treem redu matrice ¢itamo Ox + 0y + 0z = 1 $to je nemoguce. Sustav je nemogu¢ i nema

rjeSenje.

m Primjer 4.3 Odredimo rjeSenje sustava od dvije jednadZbe s tri nepoznanice

—2x+ y+3z=-7
x—4y+2z=0

RjeSenje: Pri formiranju proSirene matrice (A|b) zamijenimo mjesta prve i druge jednadzbe.
Potom vr§imo elementarne transformacije.

(1] —4 2] 0 1 -4 2] 0 1 -4 2|0
—2 1 3|7 ) H+2 0 -7 7|-7) (=7 0 1 —1|1
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Ovaj je sustav neodreden i ima beskonacno puno rjesenja koja zapisujemo parametarski.
Postupak je sljede¢i. U drugom retku matrice ¢itamo y —z = 1. Oznacimo nepoznanicu
z parametrom #,t € R. Sada je y=¢+ 1. S dobivenim izrazima idemo u jednadZbu iz
prvog retka: x —4(¢r + 1) +2¢ = 0 i odredimo x, x = 2¢ + 4. Rjesenja jednadzbe su vektori
(2t +4,t+1,1),t € R. Odabirom vrijednosti # dobivamo konkretan vektor rjeSenja. Tako je za
t =0 to vektor (4,1,0), azat = —2 vektor (0,—1,—2).

Vjezba 4.1 Odredimo rjesenje sustava od tri jednadZbe s tri nepoznanice:

2x+ y— z=2
x+3y+2z=1
X+ y+ z=2

Inverz matrice

Definicija 4.2.1 — Regularna matrica, inverzna matrica. Kvadratna matrica A reda n je
regularna ako postoji matrica B reda n takva da je

A-B=B-A=1,.

Matrica B zove se inverzna matrica matrice A. PiSemo B = A~!. Matrica koja nije regularna
zove se singularna.

Teorem 4.2.1 — Rang i regularnost matrice. Kvadratna matrica reda » je regularna ako i
samo ako joj je rang maksimalan, odnosno jednak upravo n.

m Primjer 4.4 Provjerimo da je sljede¢a matrica sama sebi inverzna

A=
1 0

Rjesenje: Treba provjeriti da je A~! = A. No, to je ocito buduéi je A-A = L. Provjerite
mnoZenjem.

Postupak odredivanja inverza matrice
Kod trazenja inverza regularne kvadratne matrice A reda n, radimo sljedece:
1. pripisivanjem jedini¢ne matrice reda n uz matricu A sastavimo proSirenu matricu (A|l,),
2. provodenjem elementarnih transformacija nad retcima dovedemo nacinjenu proSirenu matricu
do oblika (1,|B),
3. B=A""!, dakle, na desnoj strani dobivene prosirene matrice je inverz matrice A.
Algoritam po kojem radimo je opet Gaussov. Makar je postupak odredivanja inverza naveden
za regularnu kvadratnu matricu, moZemo ga provoditi i za matricu A za koju ne znamo je li

regularna. Naime, ukoliko nacinjenu proSirenu matricu (A|[,) ne uspijemo transformirati u oblik
(I,|B), odnosno ne uspijemo slijeva dobiti I,,, znaci da je polazna matrica A singularna.
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m Primjer 4.5 Odredimo inverz matrice

1 0 1
A=] 2 -2 -1
30 0

RjesSenje: Nacinimo proSirenu matricu, matrici A s desne strane pripiSemo jedinicnu matricu
reda 3:

1 0 1] 100
2 =2 -1 ] 010
30 0] 00 1

Cilj je postupka elementarnih transformacija s lijeve strane proSirene matrice dobiti jedini¢nu
matricu. To se provodi "ponisStavanjem" svih elemenata van glavne dijagonale. Postupak je
dakle slican onome kod odredivanja ranga, samo $to sada treba u O pretvoriti ukupno Sest
brojeva. Postupak provodimo nad retcima, a u preracunavanje su ravnopravno ukljuceni i
elementi pripisane jedini¢ne matrice. Za prvi pivotni element biramo broj 1 na mjestu (1, 1).

1] o 11100 1 0 1] 100
2 2 -1 ] 010 | m-20~|0 -2 3| -210]:(-2~
3.0 0] 00 1) -3l 0 0 -3 | =30 1) :(=3)

Element —2 na mjestu (2,2) ve¢ ima iznad i ispod sebe 0. To znaci da treba samo cijeli 1
redak podijeliti s —2 kako bismo na mjestu (2,2) imali broj 1. Kad se to napravi prva su dva
stupca poput onih u jedini¢noj matrici. Treba joS$ i element na mjestu (3,3) pretvoriti u 1 pa
treci red dijelimo s -3. Dobivamo razrjesnu jedinicu
10 1|1 0 0 I1—-11 1 00 O 0 1/3
~1 0 1 3/2/1 1/2 0 m-3/21ua1 ~| 0 1 0| —-1/2 —1/2 1)2
0010—1/3 00 1| 1 0 -1/3

Inverz matrice A je
0 0 1/3
A= —12 —1/2 1)2
1 0 —1/3

Lako je provjeriti jesmo li dobro izra¢unali. Znamo da treba biti AA~! = A~'A = L. Provjerite
sami mnoZenjem!

m Primjer 4.6 Odredimo inverz matrice

2 0 4
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RjeSenje: Napisimo prosirenu matricu. Prvi redak dijelimo s 2 da na mjestu (1,1) dobijemo
pivotni element 1:

20 4] 100 :2 iJo 211 oo
31 51010 ~l 31 5]010 [~
-1 1 -2 ]00 1 11 =2 100 1

"Ponistimo" sve elemente prvog stupca osim pivotnog elementa. PiSemo odjednom:

10 2] 300 1 0 2| 200
31 51010 n-3~|o0f1] 1] -310][~
-1 1 =2 | 00 1) HI+1 o 1 0] 1o

Sad je pivotni element 1 na mjestu (2,2). Iznad njega ve¢ stoji 0. PoniStavamo jedinicu koja

je ispod njega:
10 2] 4500 1o 2] 4 00
~l 01 -1 | =310 ~l 01 -1 | -3 10|~
01 o] Yo1)wm-nu 00 [1] ] 2 -11

Na kraju ponistimo sve elemente treCeg stupca iznad pivotnog elementa 1 na mjestu (3,3):

10 2| 5 00\ I-21 100 | -] 2 =2
01 -1 -3 to|Hu+m ~ot1o| 1 o0 1
00 1| 2 -1 1 0 0 1 | 2 -1 1
Dobili smo inverz matrice A,
-1 2 =2
ATl=1 L 0
2 -1 1
"
m Primjer 4.7 Odredimo inverz matrice
1 0 O
B=10 -1 0
1 0 1
Rjesenje: Matrica B ima rang 3, dakle, regularna je.
(1] o o] 100 1 0 0] 1 00
0O -1 0] 010 ~1 0 -1 0| O 1 0| :(=1)

1 0 1] 00 1) H-I 0 0 1 | -1 01
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100 ] 1 0 0
~lo10] 0 -10
001 | -1 0 1

Gotovo! Inverz matrice B je

1 0 0
B'=| 0o -1 0
1 0 1

|
Ako je matrica singularna (nema maksimalni rang) inverz joj nije moguce odrediti. To pokazuje
sljedeci primjer.

m Primjer 4.8 Odredimo inverz matrice

1 0 2
A= 2 1 3
-1 -1 -1

Rjesenje: NapiSimo proSirenu matricu i provedimo postupke transformacije:

1] o 21100 1 0 2] 100
2 1 3] 010 |Hm=20~|0 1] -1 | =210
—1 =1 =1 ] 0 0 1) HI+I 0 -1 1| 10 1) m+n
10 2] 100
~l 01 -1 | =210
00 0| —1 11

Sada vidimo da nije moguce dobiti jedini¢nu matricu na lijevoj strani proSirene matrice jer
smo dobili sve 0 u tre¢em retku. Zaklju¢ujemo da je matrica A singularna, odnosno nema

inverz.
|
Odakle uopce potreba za znanjem rjeSavanja sustava linearnih jednadZzbi? Sustav linearnih jednadZbi
je matematicki model za mnoStvo realnih problema. Evo primjera.
m Primjer 4.9 SluZbenik u banci ima pred sobom svezanj od 70 novCanica u apoenima od 5, 10 i
20 eura. Znamo da novcanica od 5 eura ima tri puta viSe od onih od 10 eura i da je ukupni iznos
vrijednosti svih 70 novcanica 960 eura. Koliko je novCanica pojedine vrste u sveznju?

Rjesenje: Oznacimo s
* x - broj novc¢anica od 5 eura,

* y - broj novcanica od 10 eura,
* 7 - broj nov€anica od 20 eura.
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Znamo da je sveukupno 70 novcanica, dakle x +y+ z = 70. Dalje, novCanica od 5 eura je tri
puta viSe od onih od 10 eura, tj. x = 3y. Na kraju, iznos vrijednosti svih novcanica je 960 eura,
znaci 5x + 10y + 20z = 960. Imamo sustav
x+ y+ z=70
x— 3y =0
Sx+ 10y + 20z = 960

24
RjeSenje sustava je x =24, y = 8, z = 38 tj. vektor 8

38

U ekonomiji se jo§ ¢e$Ce nego sustavi linearnih jednadzbi susrecu sustavi linearnih nejednadzbi.
Primjerice, oni ¢ine skup ogranicenja u tzv. problemu linearnog programiranja. Na kraju udzbenika
(vidi A) dodano je, za one koji Zele znati viSe, poglavlje o problemima linearnog programiranja i
metodi njihova grafickog rjesavanja. Ovdje napominjemo samo da problem linearnog programi-
ranja ima funkciju cilja (npr. funkciju troska ili dobiti) koju treba optimizirati (minimizirati ili
maksimizirati) na skupu mogudih rjeSenja koji se dobiva kao rjeSenje sustava linearnih nejednadzbi
(koje potjecu od tehnoloskih zahtjeva proizvodnje ili zahtjeva ulaganja).

Inverzna matrica u rjeSavaniju sustava linearnih jednadzbi i matri¢nih jednadzbi
Spomenuli smo da svaki sustav linearnih jednadZbi moZemo zapisati u matri¢nom obliku
Ax=0b, (4.3)

gdje je A matrica sustava, a b je vektor-stupac slobodnih koeficijenata. Ukoliko je matrica A
kvadratna i regularna, x moZemo odrediti rjeSavanjem matri¢ne jednadZbe Ax = b. JednadZbu
Ax = b pomnozimo slijeva inverzom matrice A i dobivamo

A 'Ax=A"1p, 4.4
odnosno
x=A"b. (4.5)

Vidimo da vektor rjeSenja sustava dobijemo kao umnoZzak inverza matrice sustava i matrice slobod-
nih koeficijenata.

m Primjer 4.10 Odredimo inverz matrice iz primjera 4.1 i uz pomo¢ njega rijeSimo dani sustav.
Rjesenje: Sustav iz primjera 4.1 moZemo zapisati u matri¢cnom obliku Ax = b za

Stoga je x = A~ !b. Dakle, kad odredimo inverz matrice A, vektor rjeSanja dobiva se mnoZenjem
njega i vektora slobodnih koeficijenata. RjeSenje je

x 1/5 —2/5 —1 2 2
y |=| 15 3/5 -1 1= =1
z —2/5 —1/5 1 2 1
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Budu¢i da mnoZenje matrica nije komutativno, prilikom rjeSavanja matri¢nih jednadzbi treba kod
mnozenja inverznom matricom biti na oprezu i mnoZiti s prave strane. U prethodnom primjeru je to
bilo s lijeve strane, a u sljedecem je s desne.

m Primjer 4.11 RijjeSite matri¢nu jednadZzbu XA + B = C za matrice

301 10 0 2
A= , B= , C=

2 4 1 -2 -2 0

Rjesenje: Jednadzbu rijeSimo: XA = C — B. Da dobijemo X, valja maknuti matricu A s
lijeve strane. To se postize mnoZenjem obiju strana jednakosti zdesna s A~! tako da je
XAA™! = (C—B)A™' . No kako je umnoZak matrice i njenog inverza jednak jedini¢noj
matrici, dobivamo X = (C—B)-A~!.

X -1 2 1 { 4 -1 1 [ =8 7
32 ) 10\ o 3 10\ _16 9

4.3 Zadatci za vjezbanje

1. Matri¢cnom metodom (Gauss-Jordanovim transformacijama) odredite rjeSenja sustava:

(@) (d)
x+3y—6z=17 X2y 437=5
2x— y+2z=0 ey 1
¥+ y+2z=-1 x+3y+4z=06
(b)
x+2y— z=1 ©
—x+ y+ z=2 2x—2y—dz=-2
X+ y+2z=-1 ~3x+3y+92=6
(©)
()
x+2y+ 3z=3
—2x + z=-2 Sx—=3y+2z=13
x+2y— z=3 2x— y—3z=1
—x+2y+12z=1 4x —2y+4z=12
2. Odredite koeficijente a, b i ¢ tako da parabola y = ax? + bx+c prolazi tockama (—2,3),(—1,2)
i(1,6).
3. Odredite inverz matrice
(a)
-3 1 -1
A= 1 0 1
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(b)
1 0 2
B= 2 1 3
-1 -1 1
(©
1 =2
C=
2 -2

4. QOdredite inverz matrice

A=

te uz pomo¢ njega rijeSite matri¢nu jednadzbu

5. Odredite rjeSenje matri¢nih jednadzbi:
(a) AX—B=C
(b) AX+BX =C
(c) AX—X=B
(d XA=B—-XC
(e) A’+XA=B

RjeSenja zadataka

1. (a (1,0,—1)
(b) (—4/3,1,—1/3

(© (1,1,0)

@ (1,-1,2)

(e (r+1,1,1), teR

(f) UPUTA: prije rjeSavanja zamijenite [ s I-11] da dobijete pivotnu jedinicu,

2.a=1, b=2, c=3

3. (a) (b)
2 5 -1 2 -1
A= 5 11 2| B'=| =52 32
2 -4 1 ~1/2 1/2 1)2
4.
(37

5_27 1)
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5.

(a) X=A"1YB-0)
(b) X=(A+B)"!'C
(c) X=(A-1"'B
(d X=BA+C)™!
(e) X =(B—A%HA™!



5.1 Determinanta matrice

Definicija 5.1.1 — Determinanta matrice. Svakoj kvadratnoj matrici A reda n

ap a2 o dip
azr azp - 4y

A= 5.1
anl dp2 -+ Qpp

pridruZen je broj detA koji se zove determinanta matrice i zapisuje

ap daiz - Alp
a) axp - ay

detA = . (5.2)
anl dp2 -+ dpp

Determinanta se definira rekurzivno ovako:

1. det(ay1) = |a11| = a1,
2. za matricu A reda n > 2 je detA zadana tzv. razvojem po i-tom retku kao

n
detA =

aijAij, (-3)
j=1
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pri &emu je A;; jednak broju (—1)"*/ pomnoZenom s determinantom matrice koja se od
matrice A dobiva ispuStanjem i-tog retka i j-tog stupca. A;; se zove algebarski komple-
ment elementa a;;. Vrijednost determinante ne ovisi o tome po kojem je retku (stupcu)
razvijamo.

Pogledajmo Sto definicija konkretno znaci. Za n = 1 je po definiciji |a;;| = a;.

Zan =2, razvoj po 1. retku daje

apy  an
= ay A FapAp =ay (=) ay| +an (=) |an| = ajaxn —anarn. (5.4)

azr ax

Vidimo da se od umnoska elemenata na glavnoj dijagonali oduzme umnoZak elemenata sporedne
dijagonale.

Zan=3je
air a2 aps
ax a3 ar a3 a1 ax
az) axp a3 | =4l —an +ais (5.5)
aszp asz as; asz as;  as

asy dasz ass
= ay1(axnazz —axaz) —ap(axazs —axazr) + aiz3(azaz —axas;)
= a11a22a33 — A11G23a32 — 412021033 + A12G23031 + 13021032 — 13022031 -

Za prakti¢no racunanje determinante matrice reda 3 pogodno je tzv. Sarrusovo pravilo. Izvan
zagrade koja zatvara determinantu dopisujemo, bez ikakva matematickog znacenja, ve¢ samo kao
pomod, elemente prvih dvaju stupaca matrice te zatim od zbroja umnoZaka elemenata u smjeru
glavne dijagonale oduzimamo zbroj umnoZaka elemenata u smjeru sporedne dijagonale:

+ o+ 4+
ail a2 as

azl az ass

= a11a22a33 + a12023031 + 413021032 — A1302243] — (11023032 — A12021033 (5.6)
Uocite da je dobiveni izraz jednak gornjem, dobivenom po definiciji determinante!

m Primjer 5.1 Odredimo determinantu matrice

—
(e)
\S)

Rjesenje:

1-(=2)-(=3)+0-3-3+2-1-2
—2:(=2)-3-1:3-2-0-1-(=3) =16
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Svojstva determinante
1. Determinanta se mnoZi nekim brojem tako da se tim brojem mnoZe svi elementi nekog
(jednog!) stupca ili retka.
2. Determinanta se ne mijenja ako nekom retku (stupcu) pribrojimo neki drugi redak (stupac).

3. Determinanta je jednaka 0 ako su svi elementi nekog retka (stupca) jednaki O ili ako medu
vektorima-retcima (vektorima-stupcima) matrice ima linearno zavisnih.

4. Pri zamjeni dvaju redaka (stupaca) matrice mijenja se predznak determinante.
5. Za kvadratne matrice A i B reda n je det(A - B) = detA - detB.
6. Za kvadratnu matricu A reda n je detA” = detA.

Napomenimo da regularnost dane kvadratne matrice moZemo ispitati racunanjem determinante te
matrice i pozivanjem na sljedeci teorem.

I Teorem 5.1.1 Kvadratna matrica A reda n je regularna ako i samo ako je detA # 0.

Vjezba 5.1 Provjerite racunanjem determinante je li regularna matrica

1 23
A=12 3 4
345

Vjezba 5.2 Provjerite da je determinanta trokutaste matrice jednaka umnosku elemenata na glavnoj
dijagonali.

Determinanta u odredivanju inverza matrice - Cramerovo pravilo

Inverz matrice moguce je odrediti tzv. Cramerovim pravilom, preko transponirane matrice alge-
barskih komplemenata. Neka je zadana regularna matrica A reda n. Tada je

1
-1
detA” 4P

gdje je Ayq; adjunkta matrice A, to jest transponirana matrica algebarskih komplemenata matrice A:

(5.7

Al Ay - Ap
Ap Ap - Ap

Awj=| = =l (5.8)
Aln A2n Ann

m Primjer 5.2 Odredimo uz pomo¢ Cramerovog pravila inverz matrice
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Rjesenje: Algebarski komplementi su redom

-2 3 1 3 1 -2
A= =0,A1p=— =12, A3 = =38,
2 -3 3 -3 3 2
0o 2 1 0
Ay =— =4, Ap = -9, Ay = — = -2,
2 -3 3 -3 3 2
0o 2 1 2 1 0
Az = =4,A3=— =-—1,A33= =-2.
-2 3 1 3 1 -2

0 4 4 0 1/4 1/4
1
A“zﬁ 12 -9 —1 [=| 3/4 —9/16 —1/16
g —2 -2 1/2 —1/8 —1/8

Cramerovo pravilo u rjesavanju sustava linearnih jednadzbi

Rjesenje sustava od n linearnih jednadzbi s n nepoznanica ¢ija matrica sustava je regularna moze se
odrediti uz pomo¢ determinanti: s D oznaCimo determinantu matrice sustava, a s Dy, determinantu

u kojoj je i-ti stupac zamijenjen stupcem slobodnih koeficijenata. Tada je x; = % zai=1,...,n.

m Primjer 5.3 Cramerovim pravilom odredimo rjeSenje sustava:

x+2y+3z=5
2x— y— z=1
x+3y+4z=6

Rjesenje: RaCunamo redom Cetiri determinante:

1 3 4
5 2 3 1 5 3 1 2 5
D=1 -1 —-1|=2,Dy=12 1 —-1|=-2,D;,=]2 -1 1 |=4
6 3 4 1 6 4 1 3 6
Sada je
D, D, D,
Yo" YD 7D
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Regresijski pravac

m Primjer 5.4 Mjerenjem visine djece razliCitih uzrasta dobiveni su sljede¢i podatci:

uzrast(god)‘ 1‘3‘ 5 ‘ 7 ‘ 9 ‘ 11

visina (cm) ‘ 76 ‘ 92 ‘ 108 ‘ 121 ‘ 130 ‘ 140 '

Nacrtajmo podatke kao toc¢ke koordinatnog sustava.

Rjesenje: Uzrast djeteta je nezavisna varijabla. Visinu djeteta smatramo zavisnom varijablom
jer ona ovisi o uzrastu djeteta. Dakle, kod crtanja uzrast nanesemo na x-0s, a visinu na y-os
koordinatnog sustava. Dobiveni graf zovemo dijagram rasprSenja.

y(em)

150 +
125 + o

100 +

T
O

75 1

50 1

T

25

T

x x(god)

Slika 5.1: Dijagram rasprSenja podataka

Iz smjestaja tocaka u koordinatnom sustavu primje¢ujemo linearan trend ovisnosti visine djeteta o
njegovom uzrastu. Medutim, prave linearne ovisnosti visine o uzrastu nemamo, odnosno ne postoji
pravac koji bi prolazio kroz sve zadane to¢ke. Zelimo, stoga, odrediti pravac koji "najbolje" prolazi
pokraj svih to¢aka. Kriterij odabira tog pravca jest metoda najmanjih kvadrata. Zelimo odrediti
pravac sa svojstvom da je suma kvadrata odstupanja tocaka od pravca u smjeru y-osi minimalna
moguca.

Za ilustraciju metode najmanjih kvadrata uzmimo da su u koordinatnom sustavu zadane tri tocke.

Zelimo odrediti pravac za koji vrijedi da je d;> + d»” + d3° najmanjeg mogucéeg iznosa. Taj pravac
nazivamo regresijski pravac i kaZzemo da je on optimalan u smislu metode najmanjih kvadrata.
Kad odredimo jednadzbu regresijskog pravca, iz nje izvodimo i zakljucke o vrijednostima zavisne
varijable i za one vrijednosti nezavisne varijable koje podatci ne obuhvacaju. U prethodnom
primjeru, primjerice, o visini djeteta starog 10 godina.

Nalazenje regresijskog pravca

Neka je dano n vrijednosti nezavisne varijable: xi,...,x, i pripadne vrijednosti zavisne varijable:
Yi,-..,Yn. Pretpostavljamo da svaka od n vrijednosti zavisne varijable priblizno linearno ovisi
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Slika 5.2: Ilustracija metode najmanjih kvadrata

o odgovarajucoj vrijednosti nezavisne varijable. TraZimo jednadZbu regresijskog pravca koji
optimalno (u smislu metode najmanjih kvadrata) opisuje tu linearnu ovisnost. Tocnije trazZimo
nepoznate koeficijente b i a u jednadzbi § = b 4 ax regresijskog pravca. Imamo n jednadzbi,
odnosno elemenata tzv. modelne funkcije:

vi=b+4axi+¢&,i=1,...,n. 5.9

Tu su: x; i-to opazanje nezavisne varijable, y; i-to opaZanje zavisne varijable, b nepoznati odsjeCak
regresijskog pravca na y-osi, a nepoznati koeficijent smjera regresijskog pravca, te & slucajna
"greska" i-tog opazanja. Iznosi &; jesu upravo veli¢ine odstupanja tocaka od regresijskog pravca u
smjeru y-osi. Svih n jednadZbi modelne funkcije moZemo zapisati u obliku matri¢ne jednadZbe

y=XB+e (5.10)

pri Cemu je

i I x €
Y2 1 X2 b &
y=| |, x=| T |, B= ,oe=| . (5.11)
: M a :
Vn 1 x, &,

Matricu X zovemo matrica dizajna. O izgledu elemenata u matrici dizajna odlu¢ujemo prema
modelnoj funkciji. U prvom stupcu matrice X stoje jedinice, a u drugom opazene vrijednosti
nezavisne varijable. Zas$to? U umno$ku X 3 retke matrice X mnoZimo sa stupcima matrice f3 i
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trebamo dobiti b + ax;, kako stoji u modelnoj funkciji. Zbilja,

Vi I x £
y2 1 x b &
| 2. (5.12)
Do a :
Yn 1 x, En

Rjesenje B matri¢ne jednadZbe y = X3 + € trazimo prema metodi najmanjih kvadrata. Dakle,
traZimo takve b,a da duljina vektora greske,

lell = Ve + e+ +e&2 (5.13)
bude minimalna moguca. Pokazuje se da vektor 8 dobivamo rjeSavanjem normalne jednadzbe:
xTx)B=xTy. (5.14)

Cim je matrica X ranga 2, postoji inverz matrice X7 X. To je slu¢aj ¢im medu elementima x1, ..., x,
imamo barem dva razli¢ita. Raspisimo X7 X i XTy:

1 x
1 1 1 1 x n X
Ty — = (5.15)
X X2 ot X Yiix Y a?
1 x,
Y1
1 1 - 1 » noy
xTy= S I B (5.16)
X1 X2 Xy Yii XiYi
Yn
Dakle, da dobijemo koeficijente b, a, rjeSavamo jednadZbu
n X b oy
Zlfl i _ Zlflyl (517)
Lix X x a Y1 Xiyi
Odavde je:
b Y Yy — Xx Yy 0 nY(xiyi) —LxiLyi (5.18)

nyx; — (Lxi)?

nyx; — (Lxi)?

p) Upravo opisan postupak nalaZenja regresijskog pravca moguce je u potpunosti definirati
tek nakon uvodenja pojma funkcije dviju varijabli i znanja odredivanja njezinog ekstrema.
Kasnije je rijeSen jedan problem odredivanja jednadZbe regresijskog pravca. Ovdje metodu
opisujemo bez preciznog objasnjenja bududi je tretiramo kao jednu od primjena matri¢nog

rauna.
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m Primjer 5.5 Odredimo regresijski pravac za podatke o visinama djece odredenog uzrasta iz
prethodnog primjera.

Rjesenje: U svrhu odredivanja nepoznatih koeficijenata a i b treba izraCunati:
Y xi=36,) yi=0667,Y (xy)) =4449i ) x* =286.

Nepoznati koeficijenti pravca regresije dobivaju se:

—1

b 6 36 667 1 286 —36 667
a 36 286 4449 6-286-36> | _36 ¢ 4449
Stoga je
64449 — 36-667 286-667 — 36 - 4449
b= —72.852. a= — 6.3857
6-286 — 362 ré 6-286— 367

JednadZba regresijskog pravca glasi j = 72.852 4 6.3857x. Na slici 5.3 je graf tog pravca.

y(cm)

150 +

125 +
y=72.852+6.3857x
100 -
75 1

50

T

25

T

* x(god)

Slika 5.3: Polozaj regresijskog pravca

Postavlja se pitanje znacenja dobivenih koeficijenata a i b. Koeficijent b je vrijednost zavisne
varijable y za x = 0, dok je a je fiksna promjena zavisne varijable y pri promjeni nezavisne
varijable za 1.

Dani regresijski pravac moZe se koristiti za procjenjivanje vrijednosti y i za one x koji nisu
dani u pocetnom skupu podataka. Govori se o interpolaciji ako se procjenjuju vrijednosti y
za x iz raspona danog podatcima te o ekstrapolaciji ako se predvidanje vrsi za vrijednosti
x van danog raspona. Na primjer, iz jednadzbe regresijskog pravca moZemo interpolacijom
procijeniti visinu 10-godiSnjeg djeteta: za x = 10 je ¥ ~ 72.85246.3857 - 10 = 136.709 cm.
No, valja biti oprezan i model ne koristiti za ekstrapolaciju daleko izvan raspona zadanih
nezavisnih varijabli. Zasto? Prema modelu novorodeno dijete trebalo bi biti visine 72.852 cm.
Nadalje, predvidite uz pomo¢ pravca regresije visinu 25-ogodisnjeg "djeteta"!
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p) Linearan model nije uvijek odgovarajuci. Sam oblik dijagrama rasprsenja svojim oblikom
sugerira na koju vrstu funkcije treba svoditi podatke. U primjeru na prvoj slici vidimo da
dijagram rasprSenja sugerira svodenje na na parabolu, a na drugoj na neku od potencija:

Slika 5.4: Mogucdi oblici dijagrama rasprSenja
Jednadzbu regresijskog pravca moguée je iz podataka dobiti koriStenjem alata Excel kako je
opisano u sljedeCem rjesenju primjera o visinama djece. Verzije programa mogu varirati, ali princip

odredivanja je isti.

m Primjer 5.6 — Odredivanje regresijskog pravca u Excelu. Podatke o visinama djece unesemo
u Excel.

uzrast(god)‘l‘3‘ 5 ‘ 7 ‘ 9 ‘ 11

visina (cm) ‘ 76 ‘ 92 ‘ 108 ‘ 121 ‘ 130 ‘ 140

Potom umetnemo rasprseni dijagram podataka (slika 5.5).

2 B DO 420
ek | Hpewer | T Zoginfe Wordht Craza O | Jo

Tekst

A B © J K
1 R
2 dob (godine) \ visina djece (cm)
3 L 76
4 92
5 5 108
6 7 121 160
7 9 130 140 .
) akil 140 °
9 120 °
°
10 100
o °

11 80 .
12 .
13
14 a0
15 20
16

0
17 o 2 4 6 8 10 12

@

Slika 5.5: Dobivanje dijagrama raspr$enja u Excelu

Oznacavanjem bilo kojeg podatka na dijagramu rasprSenja lijevom tipkom misa nudi se opcija
"Dodavanje crte trenda" (slika 5.6).
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160

140

120

100

80

60

40

20

+
visina djece (cm) s
L 4
‘ x
Q' Z Niz "visina djec = x

Ispuna Kontura

r

¥ Ponovno postavi prema stilu

lzbrigi

all Promjens vrste grafikona za niz...

Odabir podataka...

Dodaj natpise nad podacima ¥
Dodawanje crte trenda...
|}

=

Oblikevanje skupeva pedataka...

Slika 5.6: Opcija "Dodavanje crte trenda" u Excelu

Odabirom opcije "Dodavanje crte trenda" otvara se novi dijaloski okvir koji nudi odabir modela
(ne samo linearnog!) te prikaz jednadZbe i koeficijenta odredenosti (kao mjere valjanosti
modela). Odaberemo linearan trend (slika 5.7).

160

140

120

100

80

60

40

20

visina djece (cm)

H J K L

Oblikovanje crte trenda e
Moguénosti crte trenda ¥

y = 6,3857x + 72,852

Slika 5.7: Odabir trenda u Excelu

Linearna funkcija koja najbolje opisuje podatke je ¥ = 6.3857x + 72.852 (slika 5.7). To je
predvidena visina djeteta starog x godina. Koeficijent odredenosti R” je statisticka mjera va-
ljanosti modela. On iznosi 0,9854, Sto znaci da je Cak 98,54% varijabilnosti zavisne varijable
(visine djeteta) opisano danim linearnim modelom.

U jednadZ7bi pravca koeficijent 6.3857 oznacuje prosjecni godiSnji porast visine djeteta (u cm).
Koeficijent 72.852 daje visinu djeteta starog O godina (novorodenceta) i nije bitan (niti toan!).
Uz pomo¢ dobivenog modela moguce je vrsiti predvidanja (u éeliji predvidanja visine 10-
godisnjaka vidljiva je formula izracuna, slika 5.8). Kao $to vidimo na predvidenoj vrijednosti
visine "djeteta" starosti 25 godina, daleke ekstrapolacije ne treba raditi jer svaki model ima i
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svoja ograniCenja te nije valjan daleko van intervala originalno zadanih podataka.

dob (godine) visina djece (cm)

1 76

3 92

5 108

7 121

9 130

11 140
predvidanje
| 10 |=$cs15*B1146CS16

4 98,3948

25 232,4945
nagib 6,3857
odsjecak 72,852

Slika 5.8: Predvidanje uz pomo¢ trenda

5.3 Anadliza ulazaiizlaza

Analiza ulaza i izlaza (input-output analiza) je primjer primjene teorije matrica u ekonomiji.
Nastala je 1936. godine. Tvorac joj je Wassily Leontief. Model proucava pojednostavljenu
ekonomiju neke zemlje koju Cini viSe grana (sektora) te je cilj uspostaviti kvantitativne relacije
medu tim granama da tijek proizvodnje bude nesmetan. Odnose proizvodnje i potro$nje medu
granama privrede modeliramo kvadratnom matricom. Ovdje su:

* ulaz (input) - ono $to u privrednu granu ulazi (sredstva proizvodnje, rad)

* izlaz (output) - ono §to izlazi iz privredne grane (proizvod, usluga).

Opisimo model. Neka je Citavo gospodarstvo podijeljeno na n grana. Oznacimo izlaz i. grane s X;.
Dio izlaza i. grane moZe sluZiti kao ulaz za proizvodnju u nekoj od ostalih grana. OznaCimo s X;;
dio izlaza i. grane koji sluZi kao ulaz za j. granu proizvodnje. Na kraju, oznacimo s x; tzv. finalnu
potraZnju i. grane, tj. dio izlaza i. grane koji se ne koristi kao ulaz u drugim granama proizvodnje
niti se upotrebljava tamo gdje je stvoren. Iz navedenih podataka sastavlja se tabela ulaza-izlaza
(input-output tabela)
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X,' X,'j Xi
X Xit - Xin X
Xo Xo1 o Xop X2 (5.19)
X, Xot 0 Xun Xn

Xi Xy X1 oo X
X X2 Xo1 0 Xop

x=| "7 |, p=| " |, B=|" e (5.20)
. & Xn X - X

Matrica X zove se matrica proizvodnje ili matrica ukupnih izlaza, matrica D je matrica finalne
potraznje , a matrica B zove se¢ matrica ulaza-izlaza .

Bududi je pojedini element matrice proizvodnje X jednak sumi svih elemenata matrice ulaza-izlaza
koji su u istom retku i elementa matrice finalne potraznje iz istog retka, imamo:

n
X; = ZXij—i—x,-. (5.21)
=1

Uvodimo tehnicke koeficijente

— 5.22
X, (5.22)

a,-j:

koji opisuju udio i. grane u jedinici proizvoda j. grane. Od njih sastavimo matricu tehnickih
koeficijenata

A= (aij). (523)

UoCimodaje0<X;; <Xj,paje0<aq;; <1zasvei,j. Zasvakii=1,...,nje
n n
Za,-ij = ZXU :Xi—xi, (524)
j=1 j=1

pa vrijedi AX = X — D. Stoga matricu finalne potraznje raunamo kao
D=X—AX. (5.25)

Ukoliko imamo zadanu matricu tehnickih koeficijenata A, pojedini se elementi matrice ulaza-izlaza
racunaju po formuli

Xij = a,‘ij. (526)

U praksi (racunima) su obi¢no poznate matrice A (ulaza-izlaza) i D (matrica finalne potraZnje),
a trazi se matrica ukupnih izlaza X. Kako je dobiti? Kako je D = X — AX, moZemo pisati
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D = IX — AX za jedini¢nu matricu I odgovarajuceg reda. Sad izlu¢imo zajednicki faktor, matricu
X zdesna (izluCujemo zdesna jer mnoZenje matrica nije komutativno!)

D=(I-A)-X. (5.27)

Matrica I — A ima posebno ime, zove se matrica tehnologije i oznacava se slovom 7. Da dobijemo
X, pomnoZimo jednakost slijeva s 7~!. (To je moguée jedino ako je T regularna §to jest slucaj u
realnim primjenama.) Izlazi da je

X=1""'.D. (5.28)

Dakle, matricu ukupnih izlaza dobivamo mnozenjem inverza matrice tehnologije s matricom finalne
potraZnje.

m Primjer 5.7 Ekonomija neke zemlje podijeljena je u tri grane. Dana je tabela ulaza-izlaza:

X,‘ X,' i Xi

100 0 30 0
60 20 0 20
80 30 30 O

Dopunimo tabelu matricom finalne potraZnje D, odredimo matricu tehnic¢kih koeficijenata A i
matricu tehnologije 7.

Rjesenje: Elementi matrice D jednaki su razlici elementa matrice proizvodnje i zbroja
elemenata matrice ulaza-izlaza iz istog retka. Tako je x; = 100 — 30, x, = 60 — (20+20) = 20,
x3 = 80— (30+30) = 20. Dakle,
70
D=1 20
20

. . oy - .. . X;; o
Elementi matrice tehniCkih koeficijenata jesu a;; = 5*. Znaci:
J

X 0 X 20 X 30
an =" =——=0a =" =-—=020a3 ="

= =—=03.
Xi 100 Xi 100 Xi 100

Vidimo da elemente prvog stupca matrice tehnickih koeficijenata dobivamo dijeljenjem ele-
menata prvog stupca matrice ulaza-izlaza elementom prvog retka matrice proizvodnje, ...

Dobivamo
0 05 O
A=102 0 025
03 05 O

Matrica tehnologije lako se racuna iz matrice tehnickih koeficijenata:

1 00 0 05 O 1 -0.5 0
r=I-A=]1010|—-]1]02 0 025 |[=| -02 1 —0.25
0 0 1 03 05 O -03 —-05 1
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m Primjer 5.8 Sastavimo tabelu ulaza-izlaza ako je za gospodarstvo podijeljeno u tri grane zadana
matrica tehnickih koeficijenata

02 025 O
A=1 02 025 05
04 025 02

1 matrica proizvodnje (ukupnih izlaza)

100
X =1 200
120

Rjesenje: Slucaj je sad obratan nego u prethodnom primjeru. Sada su zadani tehnicki ko-
eficijenti a;;. Preko njih i elemenata matrice proizvodnje moramo dobiti elemente matrice

ulaza-izlaza. Znamo da je a;; = );—’/’ paje X;; = a;;X;. ZnaCi
X1 =anX; =0.2-100=20, Xy =anX;=0.2-100=20, X3 =a3X; =40.

(Elemente prvog stupca matrice ulaza-izlaza dobivamo mnoZzenjem odgovarajuéih elemenata
matrice tehnickih koeficijenata s X;). Sli¢no izracunamo i elemente preostalih dvaju stupaca
matrice ulaza-izlaza. Elemente matrice finalne potraZznje odredimo kao razliku elementa
matrice proizvodnje i zbroja svih elemenata matrice ulaza-izlaza navedenih u tom retku.
Dobivamo

Xl‘ X,' i Xi

100 20 50 O 30
200 20 50 60 70
120 40 50 24 6

m Primjer 5.9 Zadana je tabela ulaza-izlaza neke ekonomije s tri grane

Xl' X,' i Xi

30 40 10 20
20 40 O 140
30 50 60 40

Prvi stupac ¢emo lako popuniti: element matrice proizvodnje jednak je sumi svih elemenata u
retku, stoga je matrica proizvodnje
100
X=1 200
180
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Neka se planiraju novi iznosi ukupne proizvodnje grana:

150
X =1 300
270

Sastavimo novu tabelu ulaza-izlaza ako se tehnoloski uvjeti ne mijenjaju. Ta formulacija znaci
da matrica tehnickih koeficijenata ostaje ista. Odredimo je iz stare tabele ulaza-izlaza

X; X X
100 30 40 10 20
200 20 40 O 140
180 30 50 60 40

Znamo da elemente 1. stupca matrice tehnickih koeficijenata dobivamo dijeljenjem elemenata
1. stupca matrice ulaza-izlaza elementom X, a sli¢cno odredimo i ostale elemente matrice
tehnickih koeficijenata. Dobivamo

0.3 0.2 0.05555
A=1 02 02 0
0.3 0.25 0.03333

Na temelju nove matrice proizvodnje X i upravo dobivene matrice tehnickih koeficijenata
A, odredujemo novu matricu ulaza-izlaza. Elemente njezinog 1. stupca dobivamo mnoZen-
jem elemenata 1. stupca matrice tehnickih koeficijenata elementom X; = 150 nove matrice
proizvodnje, i slicno dalje. Dobivamo matricu ulaza-izlaza i matricu finalne potraznje. Nova
tabela ulaza-izlaza je:

X; Xij X;
150 | 45 60 15 | 30
300 | 30 60 0 | 210
270 | 45 75 90 | 60

m Primjer 5.10 Ekonomiju Cine tri sektora: poljoprivreda P, energetika E i industrijska proizvodnja I.
Proizvodnja poljoprivrednih proizvoda u vrijednosti jednog eura zahtijeva proizvodnju poljoprivred-
nih proizvoda u iznosu 0.2 eura i energije u iznosu 0.4 eura. Proizvodnja energije u vrijednosti
jednog eura zahtijeva proizvodnju energije u iznosu 0.2eura i industrijsku proizvodnju u iznosu
0.4 eura. Industrijska proizvodnja u vrijednosti jednog eura zahtijeva proizvodnju poljoprivrednih
proizvoda u iznosu 0.1 eura, energije u iznosu 0.1 eura i industrijsku proizvodnju u iznosu 0.3 eura.
Odredite razinu proizvodnje svakog sektora potrebnu za zadovoljavanje potreba poljoprivrede u
iznosu od 20 milijardi eura, sektora energetike u iznosu 10 milijardi eura i industrijske proizvodnje
u iznosu od 30 milijardi eura.
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Rjesenje: Na temelju podataka mozemo sastaviti matricu tehnickih koeficijenata

02 0 0.1
A=1 04 02 0.1
0 04 03
20
Zadana je jo§ matrica finalne potraznje D = | 10 |, a nepoznata je matrica proizvodnje X.
30

Znamo da je X = T~!D za matricu tehnologije T = I — A. Imamo

08 0 —0.1 13 01 02
T=| —04 08 —01 |, T7'=| 07 14 13
0 —04 07 04 08 1.6
paje
13 01 02 20 33
X=| 07 14 13 10 |=] 37
04 08 1.6 30 64

Buducdi da je matrica tehnickih koeficijenata redovito sastavljena od decimalnih brojeva,
uputno je prilikom traZenja inverza zapisati je u obliku

8 0 -1
o
=0 - _
0 —4 7
paje
—1
8 0 -1

Inverz matrice mogudée je odrediti i koriStenjem nekog od dostupnih matematickih alata. Jedan
je od njih WolframAlpha, dostupan na

Jos je pogodnija i jednostavnija za uporabu aplikacija Photomath koja rjeSava matematicke
zadatke. Postupak je jednostavan: zadatak se fotografira i program daje rjesenje, a moze
prikazati i korake rjeSavanja.


https://www.wolframalpha.com/examples/mathematics/algebra/matrices
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KORACI RJESENJA

Matrice

-04 08 -0.1 4

Odredi inverz matrice koristeci
jediniénu matricu

Slikaj matematicki zadatak

=

Kalkulator

alv 3|~ 3|3
als a|N E‘,l_\
| o Slw al=

Slika 5.9: Inverz matrice dobiven aplikacijom Photomath

5.4 Zadatci za vjezbanje
1. Odredite determinante matrica A, Bi A - B:

2 10 1 0 1
A=10 -1 2 |, B=| =2 0 -2
3 21 1 1 3

2. Cramerovom metodom odredite inverze matrica

(a) (b)
11 0
1 2 A=11 2 3
A= :
-1 3 0 -1 -2

3. Na uzorku od osam vozaca skupljeni su podatci o vozackom iskustvu i iznosu polugodisnje
premije osiguranja za vozilo:

iskustvo(god)‘ 5 ‘ 2 ‘12‘ 9 ‘ 15‘ 6 ‘25 ‘ 16
premija (eura) ‘ 64 ‘ 87 ‘ 50 ‘ 71 ‘ 44 ‘ 56 ‘ 42 ‘ 60

Odredite jednadZbu pravca regresije i predvidite cijenu premije za vozace s iskustvom od 10
i 30 godina. Koje od predvidanja je pouzdanije?

4. Zadani su podatci o mjesenom prihodu umirovljenika i izdatku za prehranu (oboje u
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desetcima eura):
prihod‘35‘49‘21‘39‘15‘28‘25‘
izdatak‘9‘15‘7‘11‘5‘8‘9“

Odredite jednadzbu pravca regresije i predvidite koliko ¢e na prehranu tro§iti umirovljenik s
mirovinom 456 eura. MoZemo li uz pomo¢ modela predvidjeti izdatak za prehranu umirovl-
jenika koji ima mirovinu 1 200 eura?

5. Zadana je matrica tehnologije neke ekonomije s tri grane:

1 —-0.1 -0.2
r'=| -03 08 -04
-02 -03 09

(a) Odredite matricu A tehnickih koeficijenata.

(b) Ako je matrica proizvodnje

60

200

sastavite tabelu ulaza-izlaza.

(c) Sastavite tabelu ulaza-izlaza ako znate da je proizvodnja prve grane 100, finalna po-
traznja druge grane 50 i finalna potraznja trece grane 100.

(d) Odredite matricu proizvodnje za koju je finalna potraZnja

40

6. Ekonomiju €ine tri sektora: ugljen, nafta i transport. Proizvodnja jedne jedinice ugljena
zahtijeva 0.2 jedinica ugljena i 0.4 jedinice transportnih usluga. Proizvodnja jedinice nafte
zahtijeva 0.1 jedinica nafte i 0.2 jedinica transporta. Jedinica transportnih usluga zahtijeva
0.4 jedinice ugljena, 0.2 jedinice nafte i 0.2 jedinice transportnih usluga.

(a) Odredite matricu tehnologije A.
(b) Odredite inverz matrice tehnologije 7.

(c) Odredite koja razina proizvodnje zadovoljava sve potrebe ekonomije i finalnu potraznju
industrije ugljena od 30 jedinica, naftne industrije od 10 jedinica i transporta od 20
jedinica.
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Rjesenja zadataka
1. detA=—4, detB=0, det(A-B)=0

2. (a) (b)
-1 2 3
~1
Al — 3/5 -2/5 AT = 2 -2 -3
1/5 1/5 —1 1 1
3. y=76.67—1.548x, 61.19 eura, 30.23 eura, prvo
4, §=1.142+0.264x, 131.80 eura, ne
5. (a) (c)
0 0.1 02 X Xij D
A= 03 02 04 100 0 20 40 40
0.2 03 0.1 200 30 40 80 50
(b) 200 20 60 20 100
d
X X;j D @
60 0 20 40 0 86
200 18 40 80 62 X=1 149
200 12 60 20 108 158
6. (a)
02 0 04
A= 0 0.1 02
04 02 02
(b)
1.7 0.2 0.9
T7'=1 02 12 04
09 04 1.8
(©
71
X=1 26

67
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Kazemo da je zadana funkcija f: ¥ — % ako su zadani neprazni skupovi & i /¢ i ako znamo
kako se svakom x € Z pridruZuje to¢no jedan y = f(x) € .#. Skup Z je domena, a skup %
kodomena funkcije f. Veli¢inu x je uobicajeno nazivati argumentom ili nezavisnom varijablom.
Varijabla y je zavisna jer njene vrijednosti ovise o vrijednostima varijable x.

Zanimaju nas funkcije koje opisuju ovisnosti kvantitativnih veli¢ina. Stoga ¢emo u daljem tekstu
smatrati da su Z i £ podskupovi skupa realnih brojeva R. Te funkcije zovemo realnim funkcijama
realne varijable i njih ¢emo proucavati.

Definicija 6.0.1 — Domena, slika i graf funkcije.

Prirodnom domenom funkcije f zovemo maksimalan podskup od R takav da je vrijednost
funkcije na njemu definirana. Prirodnu domenu funkcije f oznacavamo s Z(f).

Slika funkcije f je skup

Z(f)={fx):xe 2(f)} CR. (6.1)
Graf funkcije f je skup

L(f) ={(x,f(x)) :x€ 2(f)} CR*. (6.2)

Funkcije se zorno prikazuju grafovima. Kako je vidljivo iz definicije, graf funkcije f sadrZi sve

tocke ravnine (x,y) za koje je y = f(x).
Definicija 6.0.2 — Monotonost funkcije. Neka je f realna funkcija definirana na nekom
intervalu / C R. KaZemo da funkcija f raste na intervalu / ako za svake dvije vrijednosti
x1,x2 € I za koje je x; < xp, vrijedi i f(x;) < f(x2). Funkcija f strogo raste na intervalu /
ako za svake dvije vrijednosti x,x; € I za koje je x| < xp, vrijedii f(x1) < f(x2). Ako je, za
svaka dva xj,x; € [ takva da je x; < xp, ujedno f(x1) > f(x2), kaZemo da funkcija f pada na
intervalu /. Funkcija f strogo pada na intervalu I ako za x1,x; € I takve da je x; < x» vrijedi
f(x1) > f(x2). Funkcija raste (pada) u tocki xo € R ako raste (pada) na nekom intervalu I koji
sadrzi tocku xg.
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Polinomi i racionalne funkcije

Definicija 6.1.1 — Polinom. Neka su zadani realni brojevi ay, ...,a1,ap, a, # 0. Polinom
n-tog stupnja P, u varijabli x je funkcija zadana formulom

P, (x) =a" +a, 1 X" " +.. +ax+ap. (6.3)

Realne konstante a,, ...,a1,do, a, # 0 su Koeficijenti polinoma P,. Koeficijent a,, zove se vode¢i,
a ap slobodni koeficijent. Stupanj polinoma je najveéi eksponent nezavisne varijable x u formuli
za P,. Polinomi su definirani na cijelom R. Najjednostavniji polinom je polinom prvog stupnja
(linearna funkcija). Vrijednost polinoma P(x) moZe se izra¢unati kona¢nim brojem operacija
zbrajanja i mnoZenja za svaki realan broj x. Zato je svaki polinom definiran na cijelom skupu R.
Dijeljenjem polinoma izlazimo iz te klase funkcija, sli¢no kao Sto dijeljenjem prirodnih (ili cijelih)
brojeva dobivamo brojeve koji opcenito nisu prirodni (cijeli). Po analogiji s racionalnim brojevima,
kvocijente dvaju polinoma nazivamo racionalnim funkcijama. Za razliku od polinoma, racionalne
funkcije opcenito nisu definirane na cijelom skupu R. Njihove vrijednosti ne mogu se izracunati u
to¢kama u kojima im nazivnik poprima vrijednost 0. Naravno, postoje i racionalne funkcije koje su
definirane na cijelom R. Polinomi su specijalni slucaj racionalnih funkcija kojima je polinom u
nazivniku jednak konstanti.

Linearna funkcija

Vjezba 6.1 — Funkcija troskova. U nekom proizvodnom pogonu fiksni troSak dnevne proizvodnje
je 1000 eura, a varijabilni troskovi iznose 250 eura po proizvodu. Kako ukupni dnevni troskovi
proizvodnje T'(x) ovise o broju proizvoda x? Koliki je ukupni dnevni troSak ako je proizvedeno
250 proizvoda?

Ovisnost troska o broju proizvoda opisuje linearna funkcija. Opci oblik linearne funkcije je
f(x) = ax+b. Naslici je graf funkcije f(x) =2x+ 1.

Slika 6.1: Graf linearne funkcije f(x) =2x+ 1
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Graf linearne funkcije f(x) = ax+ b je pravac y = ax+ b s koeficijentom smjera a i odsje¢kom na
osi y jednakim b. Linearna funkcija f(x) = ax+ b je rastuca ako i samo ako je a > 0, a padajuca
ako i samo ako je a < 0. Za a = 0 imamo konstantnu funkciju f(x) = b. Kod linearne ovisnosti
promjena nezavisne varijable za 1 rezultira promjenom zavisne varijable za a.

Zakon ponude i potraznje

U trziSnoj ekonomiji cijena proizvoda odreduje koliku ¢e koli¢inu proizvoda proizvodac biti
spreman proizvesti i kupac kupiti. Oznacimo cijenu proizvoda s x. U opisivanju trzista uvodimo
dvije funkcije: funkciju ponude, u oznaci d i funkciju potraznje, u oznaci . KoliCina proizvoda
koju proizvodac nudi (ponuda) ovisi o cijeni proizvoda x. Koli¢ina proizvoda koju kupac kupuje
(potraznja), takoder ovisi o cijeni proizvoda x. Stoga funkcije ponude i potraZnje razmatramo kao
funkcije cijene proizvoda x: d(x) i#(x). Medutim, ovisnosti funkcija ponude i potraznje o cijeni
proizvoda se bitno razlikuju. S porastom cijene, funkcija ponude raste. Za razliku od funkcije
ponude, funkcija potraznje s porastom cijene pada. Zakon ponude i potraznje kaZe da Ce se u
uvjetima trziSnog natjecanja proizvod prodavati po fiksnoj, tzv. ravnoteznoj cijeni. Naime, ako
je cijena proizvoda visoka, ponuda je velika, a potraZnja mala pa se javlja viSak robe na trZistu.
Proizvodac je stoga prinuden cijenu spustiti. Ako je, pak, cijena niZa od ravnoteZne, potraznja je
veca od ponude i javlja se manjak robe na trzistu. U tim uvjetima proizvodac¢ moZze (i hoce) povisiti
cijenu proizvoda.

Uzmimo da su funkcije ponude i potraznje linearne funkcije. Grafove tih funkcija crtamo u
koordinatnom sustavu u kome je cijena (kao nezavisna varijabla) smjestena na osi x, a koli¢ina
proizvodnje smjeStena je na osi y. Na slici 6.2, rastui pravac predstavlja graf funkcije ponude d, a
padajuéi pravac graf funkcije potraznje . Ravnotezna cijena xy je apscisa tocke R u kojoj se ta dva
pravca sijeku. Dio ravnine oznacen s [ je tzv. mjesto manjka proizvoda. Dio ravnine oznacen s I/
je tzv. mjesto viska proizvoda.

y

Slika 6.2: Ilustracija zakona ponude i potraZnje
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Vjezba 6.2 Zadane su linearne funkcije koje daju koli¢inu ponude i potraZnje proizvoda u ovisnosti
o cijeni proizvoda x u eurima: d(x) = 2x+ 501 7(x) = 200 — x.
1. Odredimo koli¢inu ponude i potraznje za cijene proizvoda od 30 eura i 60 eura.

2. Odredimo ravnoteZnu cijenu proizvoda.

Za odredenu koli¢inu proizvodnje x moZemo promotriti tri funkcije: funkciju ukupnog troska
proizvodnje 7', funkciju prihoda P i funkciju dobiti D. Funkciju troska smo ve¢ sreli, definirajmo
preostale dvije funkcije. Funkcija prihoda P prikazuje prihod proizvodnje. Ukoliko se jedna jednica
proizvoda prodaje po cijeni ¢, prihod od prodaje x jedinica je P(x) = c - x. Ukoliko cijena proizvoda
ovisi o koli¢ini proizvodnje x kao ¢(x), prihod od prodaje x jedinica je P(x) = c¢(x) - x. Funkcija
dobiti D definira se kao razlika funkcije prihoda i funkcije ukupnih troskova: D = P — T. Koli¢inu
proizvodnje xo za koju je D(xg) = 0 zovemo mjestom izjednacenja (troskova i prihoda!).

m Primjer 6.1 Proizvodac satova ima fiksan dnevni trosak proizvodnje od 10000 eura te jos 150
eura po svakom satu koji proizvede. Ako jedan sat prodaje po cijeni od 250 eura, koliko satova
treba dnevno proizvesti da bi mu proizvodnja pokrila troskove?

Rjesenje: Funkcije ukupnih troskova T i prihoda P u ovisnosti o broju x dnevno proizvedenih
satova glase:

T (x) = 150x+ 10000, P(x) = 250x.
Odredimo koli¢inu proizvodnje xy za koju su ta dva iznosa jednaka. RjeSavamo jednadZbu
150x0 + 10000 = 250x.

Rjesenje je xo = 100. Dakle, svaka proizvodnja manja od 100 satova dnevno ne pokriva trosak
procesa proizvodnje. Naprotiv, svaka proizvodnja veca od 100 satova dnevno donosi dobit.

m Primjer 6.2 Trgovina dostavu namjestaja naplacuje fiksnim iznosom od 30 eura plus 2.5 eura po
kilometru za udaljenosti koje su vece od 20 km od trgovine. Sastavite funkciju koja opisuje troSak
dostave. Odredite koliki je troSak dostave za kupce koji Zive 6, 18 i 28 km od trgovine?

Rjesenje: Nezavisna je varijabla x udaljenost od trgovine izraZena u km. TroSak dostave
izraZen u eurima je zavisna varijabla, oznacit ¢emo ga s 7'(x). On je primjer funkcije linearne
po dijelovima jer je za x < 20 fiksan i iznosi 30 eura, a za x > 20 se sa svakim km iznad 20
km poveéava za 2.5 eura. Zapisujemo

30 , x<20
T(x) =
30+2.5(x—20) , x>20

TroSkovi dostave za navedene kupce su redom 30 eura, 30 eura i 50 eura.

6.1.2 Potencije

U nastavku definiramo funkcije f(x) = x* za eksponente a koji su redom prirodni, cijeli i racionalni
brojevi i analiziramo izgled njihovih grafova.

1. Neka je n € N i neka je zadana funkcija f(x) = x". Podrucje definicije takve funkcije je
cijeli skup R. Podrucje vrijednosti funkcije je skup svih realnih brojeva za neparne n, a skup
nenegativnih realnih brojeva za parne n.
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2. Ako je eksponent potencije negativan cijeli broj, znamo da je x™" = )%, n € N. Izraz ne

mozemo izraCunati kad je x = 0. Dakle, podruéje definicije funkcije f(x) = x™" je skup
R\ {0}. Ponovno, podru¢je vrijednosti i oblik grafa ovise o parnosti eksponenta n.

3. Za razlomljene eksponente oblika a = 77, pri emu je m € Z, n € N, je XM= /XM, Za
parne n takve su funkcije definirane samo za nenegativne vrijednosti nezavisne varijable x;
za neparne n, definirane su na cijelom R.

6.1.3 Kvadratna funkcija

Polinom drugog stupnja ili kvadratna funkcija zadan je kao f(x) = ax®> +bx +c, a # 0. Graf
kvadratne funkcije je krivulja koja se zove parabola. Parabole se skiciraju pomocu tri karakter-
isticne tocke: nultocaka i tjemena te na osnovi predznaka koeficijenta a. Parabola je otvorena
prema gore ako je a > 0, a prema dolje ako je a < 0. NultoCke parabole su vrijednosti x za koje
je f(x) =0, a zadane su izrazom x; » = 47217;/5' Tjeme parabole ima koordinate (—b/2a,—D/4a).
Ovdje je D diskriminanta kvadratne funkcije D = b* — 4ac, njezin predznak odreduje broj nultocki.
Na slici je graf kvadratne funkcije f(x) = x> —5x+6.

y

Slika 6.3: Graf kvadratne funkcije f(x) = x> —5x +6

6.1.4 Racionalne funkcije
P, (x)

Definicija 6.1.2 — Racionalna funkcija. Funkcija f je racionalna ako je oblika On() pri
¢emu su P, i Q,, polinomi stupnjeva n, odnosno .

Racionalna funkcija 5” ((xx)) je definirana za sve realne brojeve osim za one za koje je nazivnik jednak

0. Dakle, Z(f) = {x € R: O;(x) # 0}. Nultocke racionalne funkcije su nultocke njenog brojnika:

flx)= 5)""(()2) = 0 ako i samo ako je P,(x) =0.

m Primjer 6.3 — Funkcija cijene i koristi. Cijena (u desetcima tisuca eura) uklanjanja x postotaka
zagadenja iz zraka dana je funkcijom Z(x) = 182{){. Izraunajmo koliko koSta smanjenje zagadenja

za 50% te koliko zagadenja moZemo ukloniti raspolaZemo li proracunom od 500 000 eura.
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RjeSenje: Cijena smanjenja zagadenja za 50% je 10000 - Z(50) = 160714.29 eura. Glavnina
zagadenja moZe se otkloniti za razumnu cijenu, no potpuno uklanjanje zagadenja je vrlo skupo.
Raspolazemo li prora¢unom od 500000 eura, problem svodi na rjeSavanje jednadzbe

10000Z(x) = 500000.

Rjesenje jednadzbe je x = 77.94 pa se, raspolaZemo li proracunom od 500 000 eura, moZze
ukloniti 77.94% zagadenja.

m Primjer 6.4 Funkcija izmjene proizvoda daje odnos izmedu koli¢ina dvaju proizvoda koje
mogu biti proizvedene u istom proizvodnom ciklusu ako se proizvodnje medusobno iskljucuju.
Promatramo primjer vinarije koja u boce to€i crno i bijelo vino. Ovisnost koli¢ine y (u litrama)
crnog vina o koli€ini x (u litrama) bijelog vina dana je funkcijom

~ 100000 — 50x

y(x) 100 +x

Odredimo koje su maksimalne koli¢ine pojedine vrste vina koje mogu biti utocene u boce.

RjeSenje: Imamo
1. f(0) = 1000 litara ako to¢imo samo crno vino;

2. f(x) = 0= x=2000 ako to¢imo samo bijelo vino.

Eksponencijalne funkcije

Eksponencijalne se funkcije prirodno javljaju kao matematicki modeli situacija u kojima je brzina
promjene neke veli¢ine proporcionalna toj velicini. Primjeri su rast populacije, prirast biomase,
razmnoZavanje bakterija, raspadanje radioaktivnih tvari, itd.

Definicija 6.2.1 — Eksponencijalna funkcija. Eksponencijalna funkcija s bazom a (a >
0, a# 1) je funkcija definirana formulom f(x) = a*,x € R.

Nezavisna varijabla se nalazi u eksponentu, odatle ime funkcije. Od svih mogucih baza ekspo-
nencijalnih funkcija jedna se izdvaja. To je baza koju oznatavamo slovom e, e ~ 2.718281828.
Vrijednosti eksponencijalne funkcije mogu se izraCunati za sve realne brojeve, dakle, domena
eksponencijalne funkcije je Citav R. Vrijednosti eksponencijalne funkcije su strogo pozitivne, to
znadi da je slika eksponencijalne funkcije skup R = (0, +o0).

Na slici 6.4 su skicirani grafovi funkcija f(x) = 2* (rastuci) i f(x) = (1/2)* (padajuéi graf):

Sa slika moZemo vidjeti da je x-os horizontalna asimptota grafova funkcija. Grafovi ovih eksponen-
cijalnih funkcija prolaze kroz to¢ku (0, 1), jer je a® = 1 za svaki pozitivan broj a.

Osnovna svojstva eksponencijalnih izraza
l.d"=d = x=y,

a & = ax-&-y,

&y & o> B
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Slika 6.4: Grafovi eksponencijalnih funkcija f(x) =2%i (1/2)*

Vjezba 6.3 Glavnica C poloZena je na Stednju uz 10% godisnje kamate. Koliki je iznos na racunu
nakon n godina? Obracun kamata je godiSnji, sloZen i dekurzivan?

= Primjer 6.5 — Neogranic¢eni eksponencijalni rast. Broj jedinki neke vrste na nekom podrucju
se, pod povoljnim uvjetima, udvostrucuje svake godine. Nakon ¢ povoljnih godina od uvodenja
vrste u to podruéje, brojno stanje populacije je B(r) = 6 - 2'. Odredimo poCetni broj jedinki i njihov
broj nakon Cetiri godine.

RjeSenje: Pocetni broj jedinki je B(0) = 6 -2° = 6 jedinki.

1z tablice je vidljiv brzi porast broja jedinki.

¢ 2 ]s]als
B(t)‘12‘24‘48‘96‘192

Nakon Cetiri godine po naseljavanju njihov je broj B(4) = 96 jedinki.
]

n Primjer 6.6 — Ograni¢eni eksponencijalni rast. Prodaja svakog novog proizvoda u pravilu
u pocetku brzo raste, a zatim se trziSte polako zasicuje. Na primjer, uzmimo da broj prodanih
primjeraka novog tipa motocikla je opisan funkcijom

P(x) =100(1 —377),

pri ¢emu x oznacava broj mjeseci proteklih od pojave na trzistu. Izraunajmo pocetnu te koliine
prodanih motocikla nakon prvog i drugog mjeseca.

Rjesenje:

P(0) = 100(1 —3%) =0, P(l):100<1—;):67, P(Z):100<1—21>:89.

(Ovdje su vrijednosti zaokruZene na najblizi cijeli broj.)
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Ova funkcija prodaje primjer je funkcije ogranicenog rasta. Pri ratunanju P(x) od broja 100
oduzimaju sve manji i manji iznosi pa zakljuujemo da graf funkcije P(x) ima za horizontalnu
asimptotu pravac y = 100.

Funkcije koje opisuju radioaktivni raspad takoder su eksponencijalnog izgleda.

= Primjer 6.7 1zotop ugljika C'* je zastupljen u odredenoj koli¢ini u svim Zivim bi¢ima. Nakon
prestanka izmjene tvari s okolinom, tj. nakon smrti organizma, radioaktivni C'* se vise ne obnavlja
i zateCena koli¢ina se raspada. Koli¢ina izotopa preostala nakon ¢ godina je zadana formulom

() =Gy (;) w0

Ovdje je C) koli¢ina izotopa C'* u Zivoj tvari. Odredimo koliko je stara kost u kojoj ima 4 puta
manje ugljika C'* nego u Zivoj kosti.

Rjesenje: Receno je

znaci da je
G _ (1 570 1\ [1\5%
T-ala)” - (5)-0)

Odavde je /5730 = 2, odnosno 7 = 11460 godina.

Logaritamske funkcije

Definicija 6.3.1 — Logaritam. Neka je a > 0, a # 1. Logaritam pozitivnog realnog broja x
po bazi a je broj ¢ kojim treba potencirati bazu a da bi se dobio broj x. Znaci

c=log,x <= a‘=nx. (6.4)

Vjezba 6.4 Odredite log, 8, 1og 100000, log; 1/81, log; /4 16, Ine’.

Definicija 6.3.2 — Logaritamska funkcija. Logaritamska funkcija s bazom a je funkcija
definirana formulom f(x) = log,x, x > 0.

Logaritam broja x > 0 po bazi e zovemo prirodnim i oznacavamo s Inx. U primjenama su najéeséi
logaritmi s bazom 10. Takve logaritme zovemo dekadskima i ozna¢avamo s logx, tj. ne piSemo
bazu 10. Iz definicije vidimo da logaritme moZemo racunati samo za pozitivne realne brojeve.

Na slici 6.5 je prikazan graf funkcije f(x) = log, x.
Taj je graf ilustrativan primjer grafa svake logaritamske funkcije s bazom vecom od jedan. Sve
takve funkcije imaju sljedeéa svojstva:

- rastuce su; graf im prolazi kroz tocku (1,0);

- domena im je skup Rt =< 0, >; slika im je cijeli R
- vrijednosti funkcije teZe u —eo kada vrijednosti argumenta teze u nulu, tj. y-os je vertikalna
asimptota grafa.
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Slika 6.5: Graf logaritamske funkcije f(x) = log,(x)

Osnovna svojstva logaritama: neka su x, y pozitivni realni brojevi, r € R.
1. log,(xy) =log,x+log,y,

2. logaf =log,x—log,y,
3. log,x" =rlog,x,

4. log,a = 1;log,1 =0,
5. log,a” = y;al"gax =X,
6. log; ,x = —log,x

Logaritamske funkcije s bazom 0 < a < 1 su padajuce i vrijednosti im teZe u +oo kada vrijednosti
argumenta teze u 0. Ostala svojstva ista su im kao i logaritamskim funkcijama s bazom veéom od 1.
Vrijednosti logaritma istog broja x po dvjema razli¢itim bazama povezane su sljede¢om formulom:

log,x =log,b-log,x. (6.5)

Vidimo da su vrijednosti logaritama proporcionalne. Konstantu proporcionalnosti M = log, b =
o ;bu zovemo modu.l.om pr.ijelaza. Zahvaljujuéi gornjoj relaci'ji,.dovoljno je pozn.ava.lti Vrijednpsti
logaritamske funkcije za jednu bazu; za sve ostale baze koristimo se odgovaraju¢im modulima

prijelaza.

Najcesce koristene baze su 10 (dekadski ili Briggsovi logaritmi), e (prirodni ili Napierovi logaritmi)
12 (binarni logaritmi). Vrijednosti dekadskih logaritama nekad su bile dane u tzv. logaritamskim
tablicama. S porastom dostupnosti elektronickih racunala, vaznost logaritamskih tablica kao
pomagala pri raCunanju gotovo je nestala, no logaritamska funkcija je i dalje bitna za opis i
razumijevanje mnogih prirodnih pojava.
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Vjezba 6.5 Rijesite jednadzbe:
123 =7
2. logs(x+3) =2

m Primjer 6.8 — Modeliranje. Temperature Zemljine kore na razli¢itim dubinama dobivene

geofizickim mjerenjima prikazane su u tablici:

dubina (km)

temperatura (°C)

0
100
400
700

2800
5100
6360

10
1150
1500
1900
3700
4300
4300

Nacrtajmo graf funkcije i odredimo temperaturu na dubini od 2 000 i 3 000 metara.

Rjesenje:
y (temperatura)

4500 1
4000 1
3500 1
3000
2500 1
2000 1
1500 1 o
1000 {
500 |

T 1000 2000 3000

Slika 6.6: Dijagram rasprSenja podataka

4000

x (dubina)

Pretpostavljamo da su tocke pojedinac¢nih mjerenja spojene nekom glatkom krivuljom. MoZemo
je skicirati i procijeniti da bi temperatura na dubini 1000 km bila oko 2000°C, a na dubini

3000 km oko 3800°C.

Ako tocke prikazemo dijagramom rasprSenja u programu Excel, postoji moguénost pronalazenja
modelne funkcije za podatke. Alat nudi modele linearne funkcije te polinoma viSeg stupnja,
potencije, eksponencijalne ili logaritamske funkcije. Kako bismo odabrali odgovaraju¢i model,
treba poznavati ponasanje elementarnih funkcija.



6.3 Logaritamske funkcije 85

Primjerice, za navedene podatke linearni model nije dobar jer on predvida stalno povecanje
temperature s poveanjem dubine dok je u podatcima vidljiv brz porast temperature na
malim dubinama s usporavanjem rasta na ve¢im te ustaljivanjem temperature na konstantnoj
vrijednosti u zadnjih 1000 km.

Nadalje, za podatke nije mogué model logaritamske funkcije $to moZe zacuditi svakoga tko
ne pozna osnovna svojstva logaritamske funkcije (ne postoji logaritam broja 0, pa je podatak
(0,10) pri traZenju logaritamskog modela najbolje ukloniti iz poetnog skupa podataka - sli¢no
je i kod modela potencija).

Od svih moguc¢ih modela, princip odabira jest uzeti najjednostavniji moguci koji je dovoljno
valjan. U ovom slucaju to je kvadratni model. Ipak, prilikom odabira modela valja biti
svjestan i ograniCenja njegove primjene. Tako kvadratni model nije pogodan za predvidanje
temperatura Zemljine kore na malim dubinama.

Linearni model Kvadratni model

6000 y =0,599x + 1085,7 5000 y =-0,0002x + 1,5279x + 679,77
4500

4000

* 3500

. 3000
3000 2500
2000

2000 - o 1500
1000

500

5000

4000

1000

o0& 0 ¢
0 2000 4000 6000 8000 0 2000 4000 6000 8000
Kubni model Eksponencijalni model
ono ¥ 7 3E08X - 0,0005% +2,2302x + 523,39 3000 y = 396,6400005¢
4500 8000
4000 7000
(2
3500 6000

3000
2500
2000
1500

5000
4000
3000

1000 ¥ 2000
500 1000
0 ¢ 0
0 2000 4000 6000 8000 0 2000 4000 6000 8000
Logaritamski model Potencija
= 206,21x0%512
5000 y =863,4In(x) - 3290,1 5000 y x
4500
4500 o .o o 0
4000 e 4000
o. " o
3500 3500
3000 3000
2500 2500
2000 | ig 000 | 4
1500 | 1500 | ®
1000 ¥ 1000 *
s00 | 500
0 0
0 2000 4000 6000 8000 0 2000 4000 6000 8000

Slika 6.7: Ostali funkcijski modeli u Excelu

Po odabiru odgovaraju¢eg modela, valja poznavati moguénosti predvidanja modelom. U
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ovom primjeru interpolacija bi bila predvidanje vrijednosti temperature u unutrasnjosti Zemlje
za dubine 0 do 6 360 km, a ekstrapolacija nema smisla jer je radijus Zemlje neznatno veci od
najveceg podatka. Kod interpolacije, neki su modeli bolji za vrijednosti s pocCetka raspona,
drugi za vrijednosti s kraja. Kod ekstrapolacija treba biti oprezan i predvidanja ne vrSiti za
vrijednosti daleko van raspona podataka jer za njih model ne mora biti pouzdan.

6.4 Zadatci za vjezbanje

1.

Zadana je funkcija ukupnih troSkova u tisu¢ama eura neke tvrtke u ovisnosti o koli¢ini
proizvodnje ¢: T(q) = 2q + 3. Koliki su fiksni troSkovi proizvodnje? Koje je ekonomsko
znalenje koeficijenta 2 u funkciji ukupnih troskova 7'(g)?

Poduzece proizvodi televizore uz 5100 eura fiksnih (mjesecnih) troSkova i 140 eura varijabil-
nih troSkova po jedinici proizvoda.

a) Odredite funkciju ukupnih tro§kova proizvodnje 7'(x) u ovisnosti o broju proizvedenih
televizora x. b) Ako se televizori prodaju po cijeni 200 eura po komadu, izracunajte koliko
komada televizora mora poduzeée prodati da bi pokrilo troskove proizvodnje.

. Vlasnik tiskare ima mjesecne troskove rada 8000 eura koji se uvecavaju za 3 eura za svaki

tiskani primjerak tjednika. Ako se tjednik prodaje po cijeni od 5 eura, odredimo mjesto
izjednacenja troskova i prihoda. Kolika mora biti naklada da bi tiskara ostvarila mjesecnu
dobit od 15000 eura?

Zadane su funkcije ponude i potraznje u ovisnosti o cijeni x (u eurima) proizvoda:
5
d(x) =x+4,t(x)=—.
X

Odredite ravnoteznu cijenu x.

. Zadane su funkcije ponude i potraZnje u ovisnosti o cijeni proizvoda x:

d(x) =6x+3,t(x) =19 —2x.

(a) Nacrtajte grafove funkcija ponude i potraZnje u koordinatnom sustavu, oznacite po-
drucja manjka i viSka na trZiStu i mjesto gdje je ponuda jednaka potrazZnji.
(b) Odredite ravnoteznu cijenu i ravnoteznu koli¢inu proizvoda.

Zadane su funkcije ponude i potraZznje nekog proizvoda u ovisnosti o cijeni x (u stotinama
eura): d(x) = x> +x+1,t(x) = 9 — x. Odredite ravnoteznu cijenu proizvoda.

. Zadana je funkcija tro§ka u eura proizvodnje x tona $eéerne repe T (x) = 3x> — 20x -+ 90.

(a) Koliki je fiksni troSak proizvodnje?

(b) Koliki je trosak proizvodnje 10 tona SeCerne repe?

(c) Ako se secerna repa prodaje po cijeni od 200 eura po toni, odredite funkcije prihoda i
dobiti proizvodnje.

. Trgovac moZe 300 majica kratkih rukava prodati po cijeni od 6 eura po komadu. Povisi li

cijenu za 1 euro, broj prodanih majica smanji se za 30 komada. Odredite po kojoj cijeni treba
trgovac prodavati majice da bi mu prihod bio maksimalan?

Skicirajte u prvom kvadrantu dio grafa funkcije

125000 —25x
y= 125+x
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

koja opisuje ovisnost koli¢ine (u L) dnevne proizvodnje loz-ulja y o proizvodnji benzina x u
jednoj rafineriji. Kolika maksimalna koli¢ina pojedinog derivata moZe biti proizvedena u
jednom danu?

Prilikom truljenja komposta poveéava se temperatura u kompostistu tako da r mjeseci nakon
odlaganja ona iznosi

30¢
241

T(t)=12+ (°0).
Odredimo kolika je temperatura u kompostistu prilikom odlaganja biootpada, a kolika mjesec
dana kasnije. Kada ¢e temperatura premasiti 24°C?

Kapacitet trajekta za prijevoz automobila je 100 mjesta. Cijena karte za prijevoz je 50 eura.
Sa svakim slobodnim mjestom prijevoznik ima pravo na subvenciju od 1 eura. Koji broj
slobodnih mjesta donosi prijevozniku maksimalnu zaradu? Kolika je maksimalna zarada?

Funkcija prihoda proizvodnje x komada nekog proizvoda je P(x) = —x? 4 60x — 400. Koja
koli¢ina proizvodnje rezultira maksimalnim prihodom? Koliki je maksimalni prihod?

Funkcija f(x) = e~%->* opisuje postotak tostera koji su u ispravnom stanju nakon x godina.
Koliki postotak tostera je ispravan nakon godinu dana?

a) Skicirajte graf funkcije f(x) = logsx.
b) Rijesite jednadzbu e’ = 1.

Predvida se da ¢e brojnost (u milijunima stanovnika) populacije neke zemlje nakon isteka ¢
godina od sada biti B(t) = 50e%9%.

(a) Kolika je trenutna brojnost populacije te zemlje?

(b) Kolika ¢e biti brojnost populacije za 30 godina?

Neka je koliCina ostatka radioaktivne tvari ¢t godina nakon pocetka raspadanja zadana formu-
lom C(t) = 1000 - ¢~%!". Odredimo vrijeme poluraspada te tvari.

Richterova ljestvica sluZi za izrazavanje i usporedivanje jacina potresa. Potresu jaline /
pridruZuje se na Richterovoj ljestvici broj j(I) = log %, gdje je Iy fiksna jacina vrlo slabog
potresa kojeg joS registriraju instrumenti.
(a) Kolike su na Richterovoj ljestvici jacine potresa 100017y, 10000001, i 1000000001y.
(b) Koliko puta je potres jacine 6.3 po Richteru jaci od potresa jacine 5.3?

Broj bakterija u nekoj kulturi opada po formuli B(t) = 250000e %%, gdje je ¢ vrijeme
izraZzeno u satima.

(a) Koliki je pocetni broj bakterija?

(b) Koliko ¢e bakterija biti u kulturi nakon jednog sata?

(c) Nakon koliko sati ée u kulturi ostati jo§ samo 25000 bakterija?

Odredite vrijeme poluraspada radioaktivne supstance ako je kolicina supstance nakon ¢ dana
od pocetka raspadanja zadana s R(t) = 2350008

Glasnoca zvuka mjeri se jedinicom decibel (dB). Intenzitet Iy pripisuje se jedva ¢ujnom
zvuku. Ako zvuk ima intenzitet /, glasnoca se racuna po formuli

1
G(I) = 10log —.
Io
Odredite glasnocu (u dB) zvuka Ciji je intenzitet:

(a) 1001y (Sapat),
(b) 100000001y (vrlo prometna ulica).
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Rjesenja zadataka:

1.
2.

N kW

3000 eura

(a) T(x)=5100+ 140x
(b) 85

xo = 4000 kom, 11500 kom
xo = 1 euro

b) xo = 2 eura, 15 kom

xo = 2(00 eura)

(a) 90 eura
(b) 190 eura
(¢) P(x)=200x,D(x) = 220x — 3x> — 90

8. 80 eura

10.
11.
12.
13.
14.
15.

16.
17.

18.

19.
20.

1 000 I loZ ulja, 5 000 I benzina
12°C, 27°C, nakon 0.33 mjeseca
25 mjesta, 5625 eura

30 komada, 500 eura

81.87%

b)x=-2

(a) 50 mil.
(b) 91.1 mil.

6.93 god

(a) 3,6,8
(b) 10 puta

(a) 250 000
(b) 167 580
(c) 5.76h

8.66 dana

(a) 20 dB
(b) 70 dB



7.1

Osnovna svojstva funkcija

Pojam funkcije je vrlo opéenit i obuhvaca sve moguce vrste ovisnosti jedne veliine o drugoj.
Pokazuje se da najvedi broj funkcija koje se pojavljuju u primjenama ima i neka dodatna svojstva.
U ovom odjeljku dajemo pregled svojstava realnih funkcija realne varijable koja su za primjene
najznacajnija.
Definicija 7.1.1 — Injekcija, surjekcija i bijekcija.
Funkcija f : 2 — ¢ je injekcija ako za x1,x, € 2 uvjet x; # x; povlaéi f(x1) # f(x2).
Funkcija f : 2 — ¢ je surjekcija ako za svaki y € J# postoji x € ¥ takav da je y = f(x).
Funkcija ' : 2 — ¢ je bijekcija ako je injekcija i surjekcija.

Funkcija f koja je injekcija razlic¢itim vrijednostima argumenta pridruZuje razli€ite funkcijske
vrijednosti. Kolokvijalno se joS kaze da f ne lijepi argumente. Injektivnost se ponekad definira i
uvjetom da jednakost slika povladi jednakost originala, tj. f(x;) = f(x2) = x; = x2. Taj je uvjet
ekvivalentan onom iz definicije. Primijetimo da je funkcija surjektivna ako i samo ako je njena
kodomena upravo jednaka njenoj slici, tj. %~ = Z(f). Injektivnost, surjektivnost i bijektivnost su
vazna svojstva realnih funkcija. S njima se najces¢e susre¢emo kod rjeSavanja jednadzbi. Surje-
ktivnost osigurava postojanje rjeSenja, a injektivnost njegovu jedinstvenost.

Sljedece vazno svojstvo realnih funkcija je svojstvo neprekidnosti.

Definicija 7.1.2 — Neprekidna funkcija. Funkcija f: 2 — % je neprekidna u tocki xo € &
ako za svaki € > 0 postoji 0 > 0 takav da

(be—xo] < &) = (If(x) = f(x0)| < ). (7.1
Funkcija je neprekidna na intervalu I C & ako je neprekidna u svakoj tocki intervala /.

Ova je definicija samo formalizacija zahtjeva da mali pomaci u argumentu rezultiraju malim
pomacima u vrijednosti funkcije.
Od funkcija koje smo do sada upoznali, polinomi i eksponencijalne funkcije su neprekidne na
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cijelom R. Logaritamske funkcije su neprekidne na cijelom R*. Zbroj, razlika i umnoZak neprekid-
nih funkcija su neprekidne funkcije.

Definicija 7.1.3 — Ograni¢ena funkcija. Funkcija f: 2 — J# je ograni¢ena na skupu / C &
ako postoje realni brojevi m i M takvi da je za sve x € [

m< f(x) <M. (7.2)

Svaka funkcija neprekidna u to€ki xg je i ogranicena na nekoj okolini te tocke.

Graf, domena i slika funkcije

Ako je poznat graf funkcije, domenu funkcije moguce je odrediti kao projekciju grafa na x os, a
sliku funkcije kao projekciju grafa na y os.

Vijeiba 7.1 Otitajte s grafova domene i slike funkcija f(x) =e* 'ig(x) = v2x—4—1.

Slika 7.1: Ilustracija grafova funkcija

Vjezba 7.2 Skicirajte graf i odgovorite:

1. Zakoje x je funkcija f(x) = 5x — 6 — x? negativna?

2. Koja je najveca vrijednost funkcije f(x) = —x*> +2x— 1 zax € [2,3].

Odredivanje domene funkcije

Domenu funkcije kojoj ne znamo graf moZemo odrediti algebarski. Domena polinoma je Citav
skup realnih brojava. Kod domene racionalnih funkcija iz R treba izbaciti nultocke nazivnika.
Kod iracionalnih funkcija (korijena) treba imati na umu da se parni korijeni mogu vaditi samo iz
nenegativnih brojeva. Na kraju, logaritme moZemo vaditi samo iz pozitivnih brojeva. Dakle, u
velini se sluCajeva odredivanje domene svodi na rjesSavanje nejednadzbi.

Vjezba 7.3 Odredite domene zadanih funkcija:

1. f(x) =x>+3x?
2. f(¥) =&
3. f

(x) = Vx> —x2
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4. f(x)=vx*?—4x+3
5. f(x) =log(x* —4)

6. f(x)=+/In(x—1)

7. f(x):e%

Vjezba 7.4 Odredite interval na kome je funkcija f(x) = In(y/x — 1) pozitivna.

Parnost i neparnost funkcije

Funkciju f za koju je f(—x) = f(x) zovemo parna funkcija. Graf svake parne funkcije simetrian
je obzirom na y os ili neki pravac paralelan y-osi. Ako vrijedi f(—x) = —f(x), funkciju s tim
svojstvom zovemo neparna funkcija. Graf neparne funkcije simetrican je obzirom na ishodiste.

Vjezba 7.5 Odredite f(—x) te utvrdite je li zadana funkcija parna, neparna ili niti jedno od toga:

l. f(x)=x

2. flx) =73

3. fx) =x> -2
4. fx) =35

Grani¢na vrijednost (limes) funkcije

Limes ili grani¢na vrijednost funkcije odreduje su u tockama koje su za funkciju "problemati¢ne".
To su primjerice vrijednosti izbacene iz domene ili one koje su konacni rubovi domene, a nisu u
domeni.

Donosimo matematicki egzaktnu definiciju limesa funkcije.

Definicija 7.3.1 — Limes funkcije. Neka je f funkcija definirana u svakoj tocki intervala /
osim moZda u a € I. Za realan broj L kazemo da je grani¢na vrijednost (limes) funkcije f u
tocki a ako za svaki € > 0 postoji § > 0 takav da za sve x € I\ {a} vrijedi

(x—a| <8)=(|f(x)—L|<eg). (7.3)
Ako je L limes funkcije f u tocki a, piSemo

L= lim f(x). (7.4)
xX—a
Zapis ¢itamo: "L je limes od f(x) kad x tezi k a". Kolokvijalno govoredi, L je limes od f(x) kad
x teZi u a ako vrijednost f(x) postaje po volji blizu vrijednosti L kako x postaje sve blizi i blizi
vrijednosti a.
Formalno se definiraju i jednostrani limesi funkcije.

Definicija 7.3.2 — Jednostrani limes. Neka je funkcija f definirana u svakoj tocki intervala I
osim moZda u a € I. Za realan broj L; kaZemo da je limes slijeva od f(x) u tocki a ako za svaki
€ > 0 postoji 6 > 0 takav da je (a — 0,a) C I te vrijedi

(x<ailx—a|<d8)=(|f(x)—Li| <e).

PiSemo L; = lim,,,— f(x).
Za realan broj L, kazemo da je limes zdesna od f(x) u tocki a ako za svaki € > 0 postoji 6 >0
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takav da je (a,a+ 6) C I te vrijedi
(x>ailx—al<d)= (|f(x)—La| < ¢). (7.5)
PiSemo L, = lim,—,, f(x).
Pokazuje se da vrijedi sljedeéi teorem.

Teorem 7.3.1 Neka je I C R otvoreni interval. Funkcija f : I — R je neprekidna u tocki xg € 1
ako 1 samo ako postoje i lijevi 1 desni limes funkcije f u tocki xy te je

lim f(x)= Lim f(x)= f(x). (7.6)

X—rX0— X—rX0+

Tri su osnovne vrijednosti limesa koje se koriste u odredivanju limesa funkcija. Intuitivno su jasne i
navodimo ih bez dokaza:
1 1 .1

lim — = —c0, lim — =40, Ilim —=0. 7.7)
x—0— X x—0+ X X—rtoo X

m Primjer 7.1 Odredimo lim,_,¢Inx.

Rjesenje: Granici 0 ne moZemo prici s nezavisnom varijablom slijeva jer je domena funkcije
f(x) = Inx skup (0,0). Stoga vrijednosti 0 prilazimo zdesna; piSemo:

lim Inx.
x—04

Zapis Citamo: "limes kad x tezi k 0 zdesna" od Inx. Poznavajuéi graf funkcije f(x) = Inx
znamo

lim Inx = —o
x—04

Vjezba 7.6 Odredite sljedece limese:

.ox+1 .ox+2 . 2x+3 . 2x . 2x+3
Iim ——, Iim ——, Iim——, Ilim—-——, limln
xo-1x2—=1" o1, x—1" x2e x— x—eox2 — 27 x—eo

Veza ra¢unanja limesa funkcije i asimptote grafa funkcije

Limese koristimo u nalazenju asimptota grafa funkcije i ispitivanja ponasanja funkcija u njihovoj
okolini. Tri su vrste asimptota koje graf funkcije moZe imati:

1. Asimptote mogu biti horizontalne. Ako je lim,_, f(x) =a, a € R, pravac y = a je jednostrana
desna horizontalna asimptota grafa funkcije f.

Ako je lim,_, o f(x) = b, b € R, pravac y = b je jednostrana lijeva horizontalna asimptota
grafa funkcije f.

Ako je limy_,e f(x) = limy—,_o f(x) = a, a € R, pravac y = a je (obostrana) horizontalna
asimptota grafa funkcije f.

Ako je lim,_,. f(x) = %o, c € R, pravac x = c¢ je vertikalna asimptota grafa funkcije f.
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2. Vertikalne asimptote grafa funkcije su pravci paralelni y-osi. One postoje u slucaju kad
domena funkcije ima konacne rubove koji ne pripadaju domeni: Z(f) = (—o0,a) ili Z(f) =
(b, o) (moguca je i unija ova dva intervala) te Z(f) =R\ {c}. Kako bi se ispitalo ponasanje
funkcije na rubovima domene, valja ovisno o slucaju odrediti:

lim f(x), lim f(x) te lim f(x) i lim f(x). (7.8)

x—a_ x—by x—c_ x—cy

3. Koeficijenti a i b u jednadZbi kose asimptote y = ax + b nalaze se po formulama:

a=lim @, b= lim(f(x) —ax). (7.9)

X—oo X X—yo0

1
1+e*”

m Primjer 7.2 Odredimo horizontalne asimptote grafa funkcije f(x) =

Rjesenje: RaCunamo

1 1 1
lim = =—| =0,
x—oo ] 4-e* I1+e> oo
. 1 1 1
lim = = = =1
oo | 4 ¥ I+e™ 1+L 140

Dakle, pravac y = 0 je jednostrana desna horizontalna asimptota, a pravac y = 1 je jednostrana
lijeva horizontalna asimptota grafa funkcije.

Asimptote funkcije vidljive su s grafa funkcije. Primjerice, vertikalna asimptota funkcije f(x) = x%l
je pravac x = —1, a ta funkcija ima i horizontalnu asimptotu (x-0s):

e|q1

Slika 7.2: Ilustracija vertikalne asimptote grafa funkcije
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Na sljedecoj je slici primjer funkcije f(x) = "27_1 koja ima kosu asimptotu y = x.

Slika 7.3: Ilustracija kose asimptote grafa funkcije

= Primjer 7.3 OCcitajmo s grafa funkcije asimptote funkcije f(x) = ¢ . Odredimo ih radunski.

2 0 8 ® 4 2 0 2 4 6 8 1 12 14 16 18 2 22 24

Slika 7.4: Graf funkcije f(x) = et

Rjesenje: Kako bi se ispitalo ponaSanje funkcije u okolini vertikalne asimptote x = —1,
—1

“ . x=1 ., . x—1
raCunamo lim, , e+ ilimy , 1, e+,

x—1 : x—1 -2
lim eiﬁ = ehmx*)flf iﬁ = ej() = eoo —_= o0
x——1_
. x—1 : x—1 =2 1
lim el =M= il =0 =¢ = — =0

x——14 4
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Dakle, samo je pozitivni dio pravca x = —1 vertikalna asimptota grafa (funkcija f uopée nema
negativnih vrijednosti!).

Za odredivanje horizontalne asimptote treba naci: lim,—, o e% 1lim, . e%. U oba slucaja
rjeSenje je e pa je horizontalna asimptota pravac y = e.

Operacije s funkcijama
Kompozicija funkcija

Vjezba 7.7 Naftna mrlja kruZznog oblika polumjera  ima povrsinu P(r) = r*z. Polumjer mrlje
raste s vremenom,; porast je opisan formulom r(¢) = 1 +¢. Kako povr§ina mrlje ovisi o vremenu?

Postupak iz vjeZbe ilustracija je nacina kojim od poznatih funkcija moZemo dobiti nove.

Definicija 7.4.1 — Kompozicija funkcija. Za zadane realne funkcije f: 2 — # ig: 9" — #"'
takve da je # C 2’ definiramo realnu funkciju 2 = g o f na sljede¢i nacin:

h(x) = (go f)(x) = glf (x)]. (7.10)

Kazemo da je funkcija # kompozicija funkcija f'i g.

= Primjer 7.4 Odredimo kompozicije go f i f o g funkcija f(x) = 3xi g(x) = x> — 1.

Rjesenje:

Iz primjera vidimo da operacija kompozicije funkcija nije komutativna, tj. da je opCenito (g o
f)(x) # (fog)(x). Ako vrijednosti funkcije f pripadaju domeni funkcije f, mozemo funkciju f
komponirati i samu sa sobom. U takvom slu¢aju pisemo f2 = fo f. Ovdje treba biti oprezan i ne
mijesati oznaku s operacijom kvadriranja vrijednosti funkcije f.

Inverzna funkcija

Promotrimo par funkcija f(x) = 2x+3 i g(x) = *53. Lako se vidi daje (fog)(x) = (go f)(x) = x.
Znaci, ukupni u€inak djelovanja funkcija f i g u bilo kojem poretku ostavlja argument x netaknutim.
U takvom slu¢aju funkciju g(x) zovemo inverzom funkcije f(x) (i obratno) i pisSemo g = f~!.
Moguce je odrediti inverznu funkciju zadanoj.

m Primjer 7.5 Odredimo inverznu funkciju funkcije f(x) = In(3x+5)

RjesSenje: Inverz funkcije f(x) =y nalazi se rjeSavanjem jednadzbe f(y) = x po y. Dakle,
prvo zapiSemo In(3y +5) = x, a potom odredujemo y. Dakle, imamo 3y +5 = " §to povlaci
y= % Stoga je f~!(x) = % To je moguée provjeriti komponiranjem s f(x) slijeva i

zdesna.

x+3
3x—-2°

Vjezba 7.8 Odredite inverznu funkciju za f(x) =
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7.5 Zadatci za vjezbanje

1. Odredite domene funkcija:

(e) f(x)=log(x*+x)
® f(0) =

2. Odredite sljedeée limese:

: -2
(a) limyn 55
: 2
(b) hmx%lfﬁil

. 2
(©) lim, e %

. 2x—1
(d) limy e 55
x+1
T)

3. Odredite fog,go f,f%, g% za f(x) =2x+1ig(x) =x—2.
4. Odredite fog,go f za

(a) f(x) sz,g(x) — xiil
(b) f(x)=2x+3,g(x) =2

2

©) flx)=e™g(x)=%
5. Odredite funkciju h(x) = (go f)(x) ako je:

(@) glr) =", f(x) =13

(b) g(x) =Inx, f(x) =2x+1
6. Odredite inverze funkcija g i f iz (a) dijela prethodnog zadatka.

(e) limy e In (

7. Odredite inverze funkcija:

@ f(x) =g
(b) fx)=In(2x—7)

(d) f(x)=In(ZH)
@) f(x) =107 =5
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Rjesenja zadataka
1. (a) (—oo,—1]U[0,1]
(b) R\{-1,0,1}
) R
(d) [-1,3]
(€) (oo, —1]JU(0,+o0)
£) (0,+e0) \{e'}
2. (@ 1
(b) —oo
(c) oo
(d 0
(e) 0
. redom2x—3,2x—1,2x+3,x—4

4. (@ (x+l) x2£rl
(®) x,x

2 14x

(c) €,

W

5. (a) ex+3
(b) In(2x+1)

. redom Inx, 31”;

7. (@ f'(x)
®) f'(x)

© f'(x)
Hx) =

(x) =

o
| |

X

lnx 2

X

@ f-
e f!

2— log (x+5)
log(x+5)

X



8.1

Pojam i znacenje derivacije

Derivacija funkcije definira se preko limesa.

Definicija 8.1.1 — Derivabilna funkcija. Neka je zadana funkcija f : I — R i x € I. Kazemo
da je funkcija f diferencijabilna (derivabilna) u tocki x ako postoji realni broj

S+ A — fx)
i P =

Taj realni broj zove se derivacija funkcije f u tocki x i oznacava s f’(x). Kazemo da je f
derivabilna na I ako je derivabilna u svakoj to¢ki x € I. Tada je s x — f’(x) zadana nova funkcija
f':I— R, derivacija funkcije f na I.

Koje je znaCenje vrijednosti f/(xg), vrijednosti derivacije funkcije f u tocki xo?
1. Ona opisuje nagib grafa funkcije f u zadanoj tocki xo. Po iznosu je f’(xo) = k, za koeficijent

k smjera tangente na graf funkcije f u tocki (xo, f(xo))-

2. Derivacija f’ funkcije f zadaje trenutnu veli¢inu promjene zavisne varijable y = f(x) u
odnosu na nezavisnu varijablu x.

Naravno, trenutnu veli¢inu promjene funkcije moZzemo interpretirati kao trenutnu brzinu, kao
grani¢ni trosak (slijedi), ovisno o tome S$to opisuje pocCetna funkcija f.

Ima slucajeva kad funkcija f u tocki x nije diferencijabilna (derivabilna):
1. derivacija ne postoji u tocki gdje limes nije konacan,

2. derivacija ne postoji u tocki u kojoj limes nije jedinstven, tj. funkcija ima skok ili $iljak:

Jim f(x)# lim f(x) (8.2)
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8.2 Derivacije elementarnih funkcija

Derivaciju f’ derivabilne funkcije f odredujemo po definiciji.

= Primjer 8.1 Odredimo derivaciju funkcije f(x) = x? i interpretirajmo znacenje vrijednosti f’ (%)
Rjesenje: Racunamo

f+4x) — fx)

lim lim (x+ Ax)? —x?
i = lim ~—-
Ax—0 Nx Ax—0 Ax
. X2 Ax+ (Ox)? — X2
= lim
Ax—0 Ax
. Ax(2x+ Ax)
= lim ———~
Ax—0 Ax

= 2x.

Dakle, funkcija g(x) = 2x je derivacija funkcije f(x) = x>. PiSemo f’(x) = 2x. Sad je

f (%1) =2 % = 1. To zna¢i da je koeficijent smjera tangente na graf funkcije f(x) = x* u tocki
(%, 1) jednak 1. Tangenta je pravac y = x — |

e
Vrijednosti derivacija elementarnih funkcija
1. Zakonstantnu funkciju f(x) =c, ¢ € Rje f(x+ Ax) — f(x) =c—c =0, znai ¢’ =0.
2. Zam € Ri funkciju f(x) = x" je f'(x) = mx"~ L.

3. Derivacija eksponencijalne funkcije f(x) = a* (a # 1,a > 0) je f'(x) = a*Ina. Posebno

je (¢¥) = €.
4. Za a # 1,a > 0 i logaritamsku funkciju f(x) = log,x je f'(x) = xl}m. Posebno je
(Inx)" = %

8.3 Tehnika odredivanja derivacije funkcije

Deriviranje funkcije je tehnika koja funkciji f pridruzuje funkciju f’ (Cita se "ef crtano") koju
zovemo derivacija funkcije f.

8.3.1 Kuharica za tehniku odredivanja derivacije funkcije

Uz poznate derivacije potencija i elementarnih funkcija te primjenom pravila za odredivanje
derivacija, moZe se odrediti derivacija ma kako sloZene funkcije.

Tablica derivacija elementarnih funkcija
Neka je je ¢ € R konstanta. Vrijednosti derivacija zapiSimo u tablicu.

flc x" e a Inx log,x
1 1
0 m¥™!' ¢ 4alna -~
x  xlna
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Vjezba 8.1 Uz pomo¢ tablice derivacija elementarnih funkcija odredimo derivacije sljedecih
elementarnih funkcija:

¢ ) =

C =2

< f) =%

¢ F(x) = logyx
© f) = vx
e f(x)=Inx

Derivacija linearne kombinacije funkcija

= Primjer 8.2 KoriStenjem pravila (¢f) =cf" i (f +g) = f' + ¢’ odredimo derivaciju funkcije
fx)=2x3-3x2+1

Rjesenje:

flx) =2 =32 +1) =2(x*) =3(x*) + 1" =6x* —6x+0 = 6x(x — 1)

Vjeziba 8.2 KoriStenjem pravila (c¢f) =cf’ i (f £g)" = f' + ¢’ odredite derivacije funkcija:

o f(x)=2"4+3x

o fx) =3 +5x—7
e f(x) =2x+3logzx
o f(x)=x>—3x2

o f(x)=2+2x+5
o f(x) =x>+3¢

o f(x) =—2¢"+Inx

Derivacija produkta funkcija
u Primjer 8.3 Odredimo derivaciju produkta funkcije f(x) = x* Inx po pravilu (f-g)' = f'-g+ f-¢'.

Rjesenje:

1
(F*Inx) = (x*) Inx+x*(Inx)’ = 3% Inx 4+ x° - = 3x% Inx + x> = ¥*(3lnx + 1)
x

Vjezba 8.3 Odredite derivacije sljedecih funkcija koriStenjem pravila (f-g)' = f"- g+ f- ¢

o f(x) =xe*
 fl) =2
* f(x) =xInx
s f(x) =xInx
* flx)=evx
¢ ) = e
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Derivacija kvocijenta funkcija

= Primjer 8.4 Odredimo derivaciju funkcije f(x) = ;- koristeci pravilo derivacije kvocijenta

!/
o (L) — [le—f¢
funkcija (g) =g

Rjesenje:
( x )’_x’lnx—x(lnx)’ B 1-lnx—xi ~Inx—1
N (Inx)?  (Inx)2 In’x

Inx
|

/ ! /
Vjezba 8.4 Odredite derivacije funkcija koristeci pravilo za derivaciju kvocijenta (g) = @.

s
UOES =

. fl) ="

. fl) =28

. ) =25

C fl)= 2

f) =i

Derivacija sloZzene funkcije
Ako je funkcija sloZena, u nalaZenju njezine derivacije primjenjuju se sljedeca pravila deriviranja.

funkcija g

m 8 as Ing log,g /g

1
. .. m—1 1 g,/ g0/ 1./ roo_1 5
derivacija | mg"~'g' e%¢’ afg'lna g glnag 2,28

m Primjer 8.5 Primjenjujuci pravila za derivaciju sloZene funkcije, odredimo derivaciju funkcije
f(x) = In(x? +2x).

RjeSenje: Pravilo navodi da je (Ing)’ = é - g/, stoga imamo

_ 2x+2

2 !
(P4 =
(" +2x) X2+ 2x

2

* f)=e

o f(x) =In(x*+3x—2)
o flx)=Va2+3

- () = (3422

. f(x) — ex27x+10

* f(x) =1In(Inx)

c f(x)=V1-3x2

. f(x) — eZ]nx+3
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Koristenjem tabli¢nih derivacija i odgovarajuceg pravila, moguce je odrediti derivaciju bilo koje
funkcije.

Derivacije elementarnih funkcija Derivacije slozenih funkcija

f f f f!

c 0 gm mgm—lg/
2 mxm! es efg!
o o a8 | a®lna-g

1 /
a* a‘lna Ing gg
1 1
— 1 /
Inx e 08,8 glnag
o 1 |
X -
8% Yina LW

Pravila deriviranja

(f+g) = [f+¢

(f-g) = feg+fd

([)' _ fle—rd
g

Vjezba 8.6 Odredite derivacije sljedecih funkcija:

L]
e
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Derivacije viseg reda

Derivaciju funkcije f’ zovemo drugom derivacijom funkcije f. Drugu derivaciju funkcije f

oznatavamo s f”. Dakle,

f1x) = (f'(x)).

Sli¢no bismo definirali i derivacije viSih redova.

= Primjer 8.6 Odredimo f”(x) za funkciju f(x) =

Rjesenje: Racunamo

Zadatci za vjezbanje

Odredite derivacije sljedecih funkcija:

L f(x)=x*—8x*+9
2. g(x) =x—Inx
3. h(x) =x—x>—7
4. i(x) =x> +7x —12x+10
5. j(x) =x+2x*+3
6. k(x) = e (2x% —3x+5)
7. I(x) =5x+2¢"
8. m(x) =x*(e* —4)
9. n(x) = ’e‘—f
10. o(x) = %
11. p(x) = (x* — 8x? +9)?
12. r(x) =xInx
13. s(x) =x> 2%
14. t(x) = e — &
15. u(x) = x’e*
16. v(x) = e**?2
17. z(x) = 5x+3e >
18. y(x) = Ve
19. g(x) =Inx* +1
20. w(x) = In(x* +x)?

[\
—
Q
—~
=
~—
I
W
(=
—~
—
_I._
<

Inx.

(8.3)
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22.
23.
24,
25.
26.
27.
28.
29.
30.
31.
32.
33.
34.
35.
36.

37.

38.

d(x)=2le7*
c(x) =In’x

b(x) = oy

a(x) e"e-:—l

flx) =x>+x°
g(x) =4Inx
h(x) = xe*

r(x) = }%ﬁ

p(x) =In(x* +x)
fl) =<
f(x)=Mmn(35p)
f6) = Ve 3
1) = V3722
flx) = e(1+3x)2
f(x)

fl) =/ 5F
fl)=e

Rjesenja zadataka

_
e

—_— = = = =
S vk WD =

A T A R o R e

f(x) =4x> —16x
¢o=1-1
W(x)=1-2x

i'(x) =3x> +14x— 12
J'(x) = 3x> +4x

K (x) = e (2x* +x+2)
I'(x) =5+2e"

m' (x) = e*(2x +x?) — 8x
n' (x) 2x;x2

o (x) =~

P(x) = 2(x* — 8x% +9)(4x> — 16x)
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17.
18.

19.
20.
21.

22.
23.
24,

25.

26.
27.
28.
29.

30.

31.
32.

33.
34.

35.
36.

37.

38.

7(x)=5—6e%*

/ . Xe
y(x)_\/?
q(x) =3
1O 6x242
W(x)i;g—l—x

d'(x) = —6xe7
d(x)= %lnx
b/(x) ()c;-‘f)lc)2
a'(x) = (e"j—l)z
f(x) =2x+ 3x2
g =1
I (x)=(1+x)e
)
r’(x) — (1—x)?
Px) =34
¥ (3x—
f/(X) _ (iz 1)
f(x) = (x—l)z(x—i-l)
2x
f) = o
fx) = \/;:CW
F(x) = (397 .2(1 4 3x) - 3
- 1 2x+2
f/()C) T In(x2+2x—1) x2+;:rfl
/ — ﬁ
7o) = =L

flx)=eVeH L _(2x41)



9.1

Znacenje derivacije

Neka je f(x) funkcija zadana na svojoj domeni Z(f) te xo € Z(f). Po iznosu je f’(xo) jednak
koeficijentu smjera tangente na graf funkcije f u tocki (xo, f(xo)). Kao takva, derivacija f” funkcije
f daje podatak o brzini promjene f(x) u odnosu na nezavisnu varijablu x. Jednadzba tangente na
graf funkcije f(x) u tocki (xo, f(xo)) glasi

y = f'(x0) (x = x0) + f (x0)- 9.1

Vjezba 9.1 Odredite jednadZbu tangente na graf funkcije f(x) = v/x2 + 1 u tocki koja je mjesto
presjeka s y-osi.

Odredivanje intervala rasta i pada te lokalnih ekstrema funkcije

Teorem 9.1.1 Neka je f derivabilna funkcija na intervalu / C Z(f). Funkcija f raste na
intervalu I ako i samo ako za sve x € I vrijedi f’(x) > 0. Funkcija f pada na intervalu I ako i
samo ako za sve x € [ vrijedi f(x) <O0.

Ukoliko su u teoremu nejednakosti u izrazima stroge, kaZe se da funkcija na intervalu I strogo raste,
odnosno strogo pada.

Definicija 9.1.1 — Stacionarna tocka. Ako za neki x( € I vrijedi f'(x) = 0, tocku x (zapravo
(x0, f(x0))) zovemo stacionarnom (kriti¢cnom) tockom funkcije 1.

Definicija 9.1.2 — Lokalni ekstremi. Za funkciju f : I — R kaZemo da u tocki a € I ima
lokalni maksimum ako postoji 6 > 0 takav da

(l—a| < 8) = (f(x) < f(a)). 9.2)
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Za funkciju f kaZzemo da u tocki a € I ima lokalni minimum ako postoji 6 > 0 takav da

(lx—al < &) = (f(x) = f(a)). 9.3)
KaZemo da f u a ima lokalni ekstrem ako u a ima lokalni maksimum ili lokalni minimum.

Funkcija f ima u tocki a lokalni minimum (maksimum) ako je f(a) najmanja (najveca) vrijednost
funkcije f u nekoj okolini tocke a. U stacionarnoj tocki funkcija moZe, ali i ne mora imati
lokalni ekstrem. To¢nije, funkcija f koja je diferencijabilna na intervalu I = (a,b) u stacionarnoj
tocki xo € I ima lokalni ekstrem ako postoji & > 0 takav da vrijednosti derivacije u toc¢kama iz
intervala (xo — &,x0) i onima iz intervala (xo,xo + 6) nemaju isti predznak. Ako je f'(x) >0 za
sve x € (xo— 8,x0) 1 f(x) < 0zasve x € (xg,x0+ J), onda f u tocki xo ima lokalni maksimum.
Ako je f'(x) <0zasvex € (xo—8,x) i f(x) >0 zasve x € (xg,x0+ 0), onda je totka x( tocka
lokalnog minimuma. Ukoliko derivacija ne mijenja znak u stacionarnoj tocki, ona nije tocka
lokalnog ekstrema.

Dakle, uz pomo¢ derivacije funkcije moZemo odgovoriti na pitanje gdje funkcija raste ili pada
(nagib tangente pozitivan ili negativan) te pronaci lokalne ekstreme funkcije.

Kriticne (stacionarne) tocke i lokalni ekstremi

Kandidati za lokalne ekstreme su kriticne tocke (ili stacionarne tocke) koje pronalazimo rjeSavajuci
jednadzbu f’(x) = 0 jer je u mjestu lokalnog ekstrema nagib tangente jednak 0. Kriti¢na tocka x
je lokalni minimum ako je f”(xp) > 0. Kriti¢na to¢ka x¢ je lokalni maksimum ako je f”(xp) < 0.
Ako je drugu derivaciju funkcije teSko odrediti, priroda ekstrema u xy moZe se ispitati pracenjem
predznaka vrijednosti prve derivacije u tockama iz okoline xy. Kriti¢na tocka x( je lokalni minimum
ako je f'(x) <0zax <xoif'(xo) >0zax>xp. Ona je lokalni maksimum ako je f'(x) > 0, za
x<xoif'(x0) <0zax>xo. Ako je predznak f’(x) jednak s obje strane xy, tada xy nije lokalni
ekstrem funkcije.

= Primjer 9.1 Na slici 9.1 je graf funkcije f(x) = x* — x* —2x>. Na grafu su istaknute tocke
A,B,C,D i E, te su povucene tangente na graf u tockama A,D i E. Odredimo s grafa mjesto
lokalnih ekstrema funkcije. Je li koji od ekstrema globalni?

h f

Slika 9.1: Nagibi tangenti na graf funkcije
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NiZe je graf funkcije f(x) = 3x> —x>. Na njega su povudene tagente u tockama A, B i C (tocke B i
C su stacionarne tocke).

Slika 9.2: Tangente na graf funkcije

Stacionarna to¢ka ne mora biti lokalni ekstrem funkcije. Ona to jest ako derivacija mijenja predznak
u stacionarnoj tocki. Postoji postupak odredivanja prirode ekstrema pomocu vrijednosti druge
derivacije. On je sljedeci:

1. Odredimo f”.
2. Rijesimo jednadZbu f’(x) = 0; svako njezino rjeSenje xy je stacionarna tocka funkcije.
3. Odredimo drugu derivaciju funkcije f, dakle f”.

4. RaCunamo f”(xo) za svaku stacionarnu tocku xo. Ako je f”(xp) > 0, u danoj tocki funkcija
ima lokalni minimum. Ako je f”(xo) <0, f u xo ima lokalni maksimum. MoZe se dogoditi
dajei f”(xo) = 0. U tom se slu¢aju odreduju derivacije visih redova: f”'(x), " (x), ... te se
odreduju njihove vrijednosti u xo. U racunu dolazimo do derivacije nekog reda k takve da je
F®) (x0) # 0. Sada:

(a) ako je broj k paran, u xp funkcija ima lokalni ekstrem (i to lokalni minimum ako je
vrijednost pozitivna, lokalni maksimum ako je vrijednost negativna);

(b) ako je k neparan broj, funkcija u xo nema lokalnog ekstrema.
Ako je odredivanje druge derivacije funkcije zahtjevno, tada se priroda ekstrema utvrduje
pra¢enjem promjene predznaka prve derivacije kako je ve¢ opisano.

u Primjer 9.2 Odredite sve kriti¢ne toc¢ke funkcije f(x) = 3x> — x> (graf na Slici 9.2) i ispitajte
prirodu ekstrema u njima.

RjeSenje: Prva derivacija funkcije je f'(x) = 6x — 3x%, a njezine su nultocke x; = 0,x; = 2.
Druga derivacija funkcije je f”(x) = 6 — 6x. Bududi da je f”(0) > 0 za x; = 0 (to¢nije tocki
B(0,0)) funkcija ima lokalni minimum. Sli¢no, f”(2) < 0 pa zaklju¢ujemo da funkcija za
x =2 (utocki C(2,4)) ima lokalni maksimum.
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Vjezba 9.2 Odredite sve kriticne tocke funkcija i prirodu ekstrema u njima.
L. f(x)=13x*—3x+5
2. f(x)=x+x2-2
_ 1
3. flx) =7
u Primjer 9.3 Odredimo ekstreme funkcije f(x) = x%e.
RjeSenje: Prva derivacija funkcije je f'(x) = 2xe* 4+ x?e* = xe*(2 +x). RjeSavanje jednadzbe
xe*(2 +x) = 0 daje dvije vrijednosti x; = 0,x, = —2. Ovdje bi drugu derivaciju bilo nesto
kompliciranije odrediti pa prirodu ekstrema u stacionarnim tockama mozZemo naci praenjem

promjene predznaka prve derivacije. Vrijednosti x; i xp dijele skup realnih brojeva na tri
intervala, iz njih uzimamo konkretne vrijednosti x te gledamo (samo) predznak f’(x):

X € (—o0,—2) | x € (—2,0) | x € (0,00)
predznak f’ - + -
ponasanje f f pada f raste f pada
N\ /! N\
Buduci da prije x; = 0 funkcija pada, a poslije raste tu funkcija ima lokalni minimum. Prije
xp = —2 funkcija raste, a poslije pada pa zaklju¢ujemo da f u tocki x = —2 ima lokalni

maksimum.

Vjezba 9.3 Provjerite ima li funkcija f(x) = x* lokalnih ekstrema.

Vijezba 9.4 Zadana je funkcija f(x) = x> + 3x — 4. Odredimo interval na kome funkcija raste te
odredimo tocku u kojoj ima lokalni ekstrem i prirodu ekstrema.

Vjezba 9.5 Prihod mlina (u stotinama eura) od prodaje x tona brasna opisuje funkcija P(x) =
6x? — x>, Odredite za koju koli¢inu bra$na je prihod mlina najvedéi.

a Primjer 9.4 Odredimo lokalne ekstreme funkcije f(x) = -

x>—1"
Rjesenje: Domena funkcije je R\ {—1,1}. Odredimo derivaciju funkcije po pravilu za
kvocijent, ispada

, —2x
fix)= 2=

Nultocka derivacije je x; = 0. Ekstreme odredujemo ispitivanjem predznaka prve derivacije
na intervalu negativnih i pozitivnih brojeva (ne uzimamo vrijednosti £1 jer nisu u domeni)

X € <—°°,0> X € <0a°°>
predznak f’ + -

ponaSanje f f raste f pada
S hY

Funkcija za x = 0 ima lokalni maksimum, dakle tocka (0,0) mjesto je lokalnog maksimuma
funkcije.
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Ekstrem funkcije zadane na segmentu

Kad promatramo graf funkcije zadane na segmentu onda gledamo samo onaj dio grafa koji odgovara
vrijednostima nezavisne varijable zadane segmentom. Ako je funkcija neprekidna u svakoj tocki
segmenta [a, b], tada ona ima i minimalnu i maksimalnu vrijednost na [a, b].

5

i

Slika 9.3: Ekstrem funkcije zadane na segmentu

Na slici 9.3 je graf funkcije f(x) =4 —x%. Vidimo da za x € [-3, —1] funkcija raste te na tom
segmentu minimum postiZze u lijevom rubu segmenta (f(—3) = —5), a maksimum u desnom
(f(=1) = 3). Na segmentu [—1,2] funkcija minimum postiZe u desnom rubu segmenta (f(2) = 0),
a maksimum u stacionarnoj tocki (f(0) = 4).

ZakljuCujemo da se lokalni ekstremi funkcije zadane na segmentu postiZu ili u stacionarnim
tockama unutar segmenta ili na samim rubovima segmenta. One stacionarne tocke funkcije koje ne
pripadaju segmentu ne uzimaju se u obzir kod odredivanja lokalnih ekstrema funkcije na segmentu.
Obicno je funkcija dobivena modelom upravo funkcija zadana na segmentu jer model pojave obi¢no
nije dobar daleko van segmenta za koji su dostupni podatci.

m Primjer 9.5 Zadana je funkcija ukupnih dnevnih troSkova u eurima proizvodnje x komada
proizvoda T (x) = 1000 + 280x — 5x*. Odredite koli¢inu proizvodnje za koju je troSak minimalan
ako je dnevni kapacitet proizvodnje 57 komada.

Rjesenje: Odredujemo ekstrem funkcije T'(x) za x € [0,57]. Odredimo stacionarnu tocku.
Nultocka prve derivacije (funkcije grani¢nog troska) 7'(x) = 280 — 10x je x = 28. Ova
vrijednost pripada traZzenom segmentu. Minimum funkcije troSka postize se ili tu ili na
rubovima segmenta, stoga jednostavno izracunamo vrijednost funkcije troska u te tri tocke:

x | o | 28|57
T(x) | 1000 | 4920 | 715

Vidimo da je tro§ak minimalan za proizvodnju 57 proizvoda dnevno i iznosi 715 eura. (Maksi-
malan je pri proizvodnji 28 proizvoda dnevno i iznosi 4920 eura.)



9.2

9.2 Geometrijsko znacenje druge derivacije 111

m Primjer 9.6 Brzina prometa bila je snimana nekoliko tjedana. Podaci pokazuju da je prosjecna
brzina prometa (km/h) izmedu 15 i 19 h zadana funkcijom

B(r) =1 —10.5¢> + 301 + 20,
gdje je t broj sati nakon podneva. U koje vrijeme izmedu 15 i 19 h se promet krece najbrze, a kad
je najsporiji?

Rjesenje: Odredujemo ekstrem funkcije B(r) za t € [3,7]. Stacionarne tocke su 7, =5 i
t» = 2. Vrijednost #, ne pripada segmentu pa je odbacujemo. Racunamo vrijednosti B(f) za
t€43,5,7}
c ]3| s |7
B(r) | 42.5 | 32.5 | 58.5

Zakljucujemo da je promet najsporiji u 17 sati, a najbrzi u 19 sati.

Geometrijsko znac¢enje druge derivacije

Uzmimo da je funkcija f dva puta diferencijabilna na nekom intervalu /. Znamo da druga derivacija,
/", odreduje brzinu promjene funkcije f’. Uz pomoé druge derivacije moZemo provjeriti je li graf
funkcije konveksnog ili konkavnog oblika.

Konveksni i konkavni oblik grafa funkcije moze se opisati medusobnim poloZajem grafa funkcije
i njegovih tangenti. Graf funkcije je konveksnog oblika u okolini one tocke u kojoj se nalazi iznad
svoje tangente kojoj je diraliSte ta tocka. Graf je konkavnog oblika u okolini one tocke u kojoj se
nalazi ispod svoje tangente. To¢kom infleksije zovemo mjesto gdje graf funkcije mijenja oblik iz
konveksnog u konkavni ili obratno. Formalna definicija konveksnosti i konkavnosti funkcije je
kako slijedi.

Definicija 9.2.1 — Konveksnost i konkavnost funkcije. Funkcija f je konveksna na intervalu
I ako za sve x1,xp €1

x1<x2:>f<x1+x2> Sf(x1)+f(x2)' ©9.4)
2 2
Funkcija f je konkavna na intervalu / ako za sve xj,x, € [

X <x2:>f<x1;x2> > f(xl);f(m. 9.5)

Teorem 9.2.1 Neka je f diferencijabilna i f’ diferencijabilna funkcija na intervalu /. Funkcija f
je konveksna na intervalu 7 ako i samo ako je za sve x € I f”'(x) > 0. Funkcija f je na intervalu
I konkavna ako i samo ako je f”(x) < 0 za sve x € I. To¢ka xo € I za koju je f”(xo) = 0, a koja
istodobno nije i tocka lokalnog ekstrema je tocka infleksije.

m Primjer 9.7 Lezi li lokalni minimum funkcije f u intervalu na kome je f konveksna ili u intervalu
na kome je f konkavna?

Rjesenje: Bududi je tangenta na graf funkcije u tocki lokalnog minimuma ispod grafa funkcije,
lokalni minimum leZi u intervalu na kome je funkcija konveksna. Ovaj nas zakljucak upucuje
na na to da je kriterij postojanja lokalnog minimuma funkcije f za x = xg zbilja f”(xp) > 0.
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S ekonomskog je gledista podrucje konveksnosti, odnosno konkavnosti grafa funkcije vazno jer
opisuje brzinu rasta (pada) funkcije. Primjerice, ako je zadana funkcija prihoda, zanima nas
podrucje njezinog rasta. Podrucje konveksnog rasta zove se podrucje rastueg prihoda. Za razliku
od toga, podrucje konkavnog rasta zove se podrucje opadajuceg prihoda. Naime, iako prihodi i na
ovom drugom podrudju rastu, oni rastu s tendencijom usporavanja. To je moguée vidjeti na Slici
9.2. S grafa je vidljivo da funkcija f(x) = 3x* — x> raste na segmentu [0,2]. Medutim, ona raste i
konveksna je na intervalu (0, 1), a na intervalu (1,2) raste i konkavna je. Stoga, ako ta funkcija
opisuje prihod neke proizvodnje u ovisnosti o koli¢ini proizvodnje x, moZemo govoriti o intervalu
(0, 1) kao intervalu rastuéeg prihoda, a interval (1,2) je za tu funkciju interval opadajuceg prihoda.

Andliza toka funkcije
Analizirati tok funkcije znaci odrediti klju¢ne informacije koje omoguéuju skiciranje grafa funkcije.
To su odredivanje:

* domene funkcije, eventualne parnosti ili neparnosti,

* toCaka presjeka grafa s x- osi (nultocki) koje se dobivaju rjeSavanjem jednadzbe f(x) =01
tocke presjeka grafa s y osi koja se dobiva racunanjem f(0),

* asimptota funkcije (horizontalne, vertikalne, kose - pomoéu limesa),
* intervala rasta i pada, stacionarnih tocaka i prirode ekstrema u njima,

* intervala konveksnosti i konkavnosti funkcije

= Primjer 9.8 Analizirajte tok i skicirajte graf funkcije f(x) = xe .

Rjesenje: Domena funkcije je Citav skup R. Funkcija nije niti parna niti neparna. Nulto¢ka
funkcije podudara se s presjekom grafa s y-osi, to je ishodiste (0,0). Nema kona¢nih rubova
domene, pa nema vertikalnih asimptota. TraZimo horizontalne

: _ . X .1 : _ w

limxe ™ = lim — = <f> =(L'H)=1lim — =0, lim xe = (—o0¢e”) = —o0
X—ro0 x—yoo @X [e°] x—yoo @X X——o0

U racunu je oznaka (L’H) koja oznacava primjenu tzv. L’ Hospitalovog pravila za limese. To

pravilo kaZe da je za neodredene oblike % iz

f() f'(x)

im——= = lim .
x—a g(x)  x—a g'(x)

Dakle, moZemo derivirati funkciju u brojniku i funkciju u nazivniku. Potom pogledamo je
li uvrstavanjem granice oblik postao odreden. Ako nije, moZemo L’H pravilo primijeniti
POROVHO.

Iz dobivenog zaklju¢ujemo da je pravac x = 0 desna horizontalna asimptota grafa. Na kraju
traZimo lokalne ekstreme i intervale rasta i pada funkcije kako bismo kompletirali podatke za
crtanje grafa. Derivacija je f’(x) = (1 —x)e ™. Stacionarne tocke su njene nultocke. RjeSenje
(I —x)e ™ =0 je x =1 (eksponencijalni dio nema nultocku). Za x < 1 je f'(x) > 0 pa
zakljuCujemo da za x € (—oo, 1) funkcija raste. Za x > 1 je f'(x) <0, stoga za x € (1,00)
funkcija pada. Zaklju¢ujemo da za x = 1 ima lokalni maksimum f(1) = % Na temelju svih
podataka skiciramo graf funkcije.
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Slika 9.4: Skica i slika grafa funkcije f(x) = xe™

= Primjer 9.9 Analizirajte tok i skicirajte graf funkcije f(x) = In(x> —9).

Rjesenje: Domena funkcije je (—oo, —3) U (3,00). Funkcija je parna pa joj je graf simetri¢an
obzirom na y-os. Nulto¢ke funkcije su Ni(—v/10,0) i N2(1/10,0). Imamo konaéne rubove
domene, tj. vertikalne asimptote x = —3,x = 3 te je lim,—,_3_ f(x) = lim,,3, f(x) = —co.
Kosih ni horizontalnih asimptota nema. Nema niti stacionarnih tocaka jer nultoCka prve
derivacije x = 0 nije u domeni. Funkcija raste za x € (3,00), a drugdje pada. Iz svega

dobivenog skiciramo graf funkcije.

Slika 9.5: Skica i slika grafa funkcije f(x) = In(x? —9)

9.4 Primjene derivacije funkcije u ekonomiji

Derivacija f’ funkcije f zadaje trenutnu veli¢inu promjene zavisne varijable y = f(x) u odnosu na
nezavisnu varijablu x. Vidimo to iz ¢injenice da je tangenta na graf u nekoj to¢ki priljubljena uz
graf funkcije u neposrednoj blizini te tocke. Stoga se koeficijent smjera tangente moZe koristiti
kao procjena promjene funkcije f u sljedecoj jedinici, tj. f’(xo) ~ f(xo+ 1) — f(xo). Ta Cinjenica
omogucuje da u ekonomiji analiziramo kako jedini¢no poveéanje npr. koli¢ine proizvodnje utjece
na ukupni trosak ili prihod proizvodnje.
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Vjezba 9.6 Predvida se da ¢e naklada lokalnih novina u ovisnosti o vremenu ¢ (u mjesecima) od
pocetka izlaZenja biti N(¢) = 100> +400¢ 4 5000 komada.

1. Kolika je po€etna naklada?

2. Zakoliko Ce se naklada povecati u drugom mjesecu prodaje? Procijenite pa odredite to¢nu
vrijednost.

Granicne veli¢ine

U ekonomici je od znacaja pradenje brzine promjene funkcija: troskova, ponude, potraznje i sli¢no.
Ekonomisti brzinu promjene veli¢ina nazivaju imenom grani¢nost (marginalnost). Brzinu promjene
funkcije daje derivacija funkcije pa pojam, primjerice, grani¢nog troSka podrazumijeva derivaciju
pripadne funkcije ukupnog troska.

Vjezba 9.7 Odredimo grani¢ni trofak za zadanu funkciju ukupnog troska 7' (x) = 250 4 12x.

m Primjer 9.10 Neka su ukupni troskovi proizvodnje (izraZeni eurima) x tisuca litara piva zadani
funkcijom: T (x) = 5x® + 80x +4000. Odredimo funkciju grani¢nog troska te grani¢ni troSak
proizvodnje 5000 litara piva (interpretirajmo dobiveni rezultat). Odredimo i optimalnu razinu
proizvodnje za koju je troSak proizvodnje minimalan.

Rjesenje: Funkcija grani¢nog troska je T’(x) = 10x + 80. Onda je T'(5) = 140 eura. To je
trosak proizvodnje sljedece (6.) tisuce L piva. Za nalaZenje optimalne razine proizvodnje
rije§imo jednadzbu 7’ (x) = 0. Dobivamo x = 8 (tisuca litara piva). Buduéi da je trofak zadan
kvadratnom funkcijom, znamo da je dobivena razina proizvodnje za koju funkcija troska ima
minimum. Kad to ne bismo znali, trebalo bi ispitati prirodu dobivene stacionarne tocke ili
pracenjem predznaka prve derivacije ili preko predznaka druge derivacije. Primijetite da je
ovdje T"(x) = 10 > 0 za sve x paonda i za x = 8.

Osnovni princip grani¢ne analize

Neka su D(x), P(x), T (x) redom funkcije dobiti, prihoda i ukupnog tro§ka u ovisnosti o koli¢ini
proizvodnje x. Funkcija dobiti D(x) postize maksimum za onu koli¢inu proizvodnje x( za koju
vrijedi:
1. P'(xo) =T'(x0), tj. grani¢ni prihod i grani¢ni trofak rastu jednako brzo (ekvivalentno zahtjevu
daje D'(xp) =0)i

2. T"(xp) > P"(x0) (zahtjev da je D" (xq) < 0).

Drugi je zahtjev ekvivalentan Cinjenici da granicni troSak u sljedecoj jedinici raste brze od
grani¢nog prihoda te ¢e shodno tome dobit poceti padati.

Vjezba 9.8 Ovisnost cijene o broju prodanih proizvoda je ¢(x) = 12 — 2Inx eura. Ako je troSak
proizvodnje 3 eura po komadu, koja ée cijena dati maksimalnu dobit?

Pojam elasti¢nosti funkcije

Elasti¢nost neke zavisne ekonomske veli¢ine je sposobnost da intenzivno reagira na promjenu
nezavisne veli¢ine o kojoj ovisi. Primjerice, promatramo li koli¢inu potraZnje kao funkciju cijene
proizvoda, elasti¢nost funkcije potraznje mjeri osjetljivost koli¢ine potraZnje na cijenu. Ako s
x oznacimo cijenu proizvoda (u eurima), a s #(x) koli¢inu potraznje (u komadima), elasti¢nost
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potraznje za cijenu x definira se kao:

t(x+Ax)—t(x)
E(x) = Al)iglo%. (9.6)

Vidimo, koeficijent elasti¢nosti je omjer relativne promjene potraznje i relativne promjene cijene.
Sredimo li izraz, dobivamo

E(x) = —1'(x). (9.7)

Ovisno o vrijednosti E (x) funkcija 7(x) je

1. neelasti¢na ako je |[E(x)| < 1
2. elasti¢na ako je |E(x)| > 1

3. jedini¢no-elasti¢na ako je |E(x)| =1

m Primjer 9.11 Zadana je funkcija koli¢ine (u stotinama komada) potraznje #(x) = x%] u ovisnosti
o cijeni proizvoda x zadanoj u stotinama eura. Kolika se koli¢ina proizvoda traZi ako je cijena
proizvoda 200 eura? Odredimo koeficijent elasti¢nosti koliine potraznje na nivou cijene proizvoda

od 300 eura.

Rjesenje: Za cijenu od 200 eura je x = 2, a potraznja je t(2) = 1, tj. 100 komada. Kako bi
odredili koeficijent elasti¢nosti za x = 3, prvo odredimo funkciju elasti¢nosti potraznje

X X 1Y -1 —X
E(x) = —1t'(x) = —— =x(x—1 = .
(x) t(x) (x) L <x—1> X )(x—l)z x—1
Sada je E(3) = —% = —1.5 Dakle, funkcija potraZnje je na ovom nivou cijene elasti¢na.

Dobiveni rezultat interpretiramo ovako: povecanje cijene za 1% na nivou cijene od 300 eura
(x = 3) rezultiralo bi smanjenjem (negativan predznak) potraznje za 1.5%.

= Primjer 9.12 Zadana je funkcija ukupnih troskova proizvodnje T (x) = 0.5x> + x + 600 eura
u ovisnosti o koli¢ini proizvoda x (broj komada). Odredite koeficijent elasti¢nosti varijabilnih
troSkova i komentirajte elasti¢nost na nivou x = 10 komada proizvoda.

Rjesenje: Funkcija varijabilnih troskova je Ty (x) = 0.5x? + x. Njezina je funkcija elasti¢nosti

X x+1
E(x)= —T)(x) = —.
) =7 @Y= st

Zax=10je E(10) = 1.83 pa zakljucujemo da na su razini proizvodnje 10 proizvoda varijabilni
troskovi elasti¢ni. Povecanje proizvodnje za 1% rezultira povecanjem varijabilnih tro§kova za
1.83%. Odavde moZemo zakljuciti da povecanje proizvodnje za 1 komad (povecanje od 10%
na razini proizvodnje 10 proizvoda) rezultira poveéanjem varijabilnih troSkova proizvodnje za
18.3%.

Vjezba 9.9 Zadana je funkcija koli¢ine potraznje 7(x) = 500 — 2x u ovisnosti o cijeni x danoj u
eurima. Odredimo za koje cijene je potraznja elasti¢na, neelasti¢na te gdje je jediniCne elasti¢nosti.
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9.5 Zadatci za viezbanje

1.

S ok w

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Neka su ukupni troskovi (u eurima) proizvodnje x jedinica jednog proizvoda jednaki
T (x) = 3x* +x +500.

(a) Koristeéi funkciju grani¢nih troskova procijenite trosak proizvodnje 41. jedinice.
(b) Izracunajte stvarni trosak proizvodnje 41. jedinice.

. Koli¢inu prodaje novog proizvoda u ovisnosti o vremenu ¢ danom u mjesecima od pocetka

prodaje daje funkcija S(t) = 100 — 1%, Odredite brzinu promjene koli¢ine prodaje nakon
mjesec dana i nakon 10 mjeseci. U kojem vremenu koli€ina prodaje raste brze?

Odredite jednadZbu tangente na graf funkcije f(x) = 4x —x? u tocki s apscisom 1.
Odredite jednadZbu tangente na graf funkcije f(x) = Inx u mjestu presjeka s x-osi.

U kojoj to¢ki parabole y = x> —x + 1 je tangenta na parabolu paralelna pravcu y = x?

Odredite lokalne ekstreme funkcija:
(@) f(x)=x>+x>-2.
b)) fx)=x—3x.

Odredite interval na kome funkcija f(x) = —31In(x> +3) + 1 raste.

. Koja od funkcija f(x) = \/x ili g(x) = /x raste brze u to¢ki (1,1)?

Odredite ima li funkcija f(x) = x* lokalnih ekstrema.

Zadana je funkcija f(x) = x> 4 3x — 4. Odredite interval na kome funkcija raste te to¢ku u
kojoj ima lokalni ekstrem i prirodu ekstrema.

Prihod mlina (u stotinama eura) od prodaje x tona bragna opisuje funkcija P(x) = 6x> —x°.

Odredite za koju koli¢inu brasna je prihod mlina najveci.

Odredite drugu derivaciju funkcija:
(@ f(x) =x"—x?
(b) f(x) =In(1+x)
(¢) f(x)=xlnx
U trosku proizvodnje x jedinica nekog proizvoda sudjeluju sljedeci troSkovi
- fiksan troSak od 1200 eura dnevno za place radnika
- troSak proizvodnje od 1.2 eura za svaku proizvedenu jedinicu
- troSak organizacije prodaje proizvoda u iznosu %.
Izrazite ukupni troSak kao funkciju od x i odredite koli¢inu proizvodnje za koju je on
minimalan.

Prihod od prodaje x tona odredenog proizvoda zadan je funkcijom
48
P(x)=5— — —3x%
X
(a) Odredite koli¢inu proizvodnje za koju je prihod maksimalan.
(b) Koja koli¢ina proizvodnje rezultira padom prihoda?
Za potraznju ¢(x) = 10000 — 500x odredite i komentirajte elasti¢nost na nivoima cijene x od
4,101 16 eura.

Za funkciju potraznje ¢(x) = /144 — 2x odredite i komentirajte elasti¢nost koli¢ine potraznje
na razini cijene x = 50 eura.

Provijerite je li parna funkcija f(x) = 2x> — x*. Na temelju slike grafa dobivene u Geogebri
odredite:
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18.

(a) Domenu i sliku funkcije.

(b) Koliko lokalnih ekstrema ima funkcija?

(c) Je li neki od ekstrema globalni?

(d) Za koji x iz segmenta [—0.5,0.7] funkcija ima maksimum?

(e) Zakoji x iz segmenta [0.5, 1.5] funkcija ima minimum, a za koji x funkcija ima maksi-
mum?

Zadana je funkcija f(x) = 2x* — %x3. Uz pomo¢ derivacije funkcije odredite:
(a) gdje funkcija ima lokalni minimum?
(b) interval na kojem funkcija pada.
(c) zakoji x € [—1, 3] funkcija ima maksimalnu vrijednost?
(d) za koji x € [—1,4] je graf funkcije najstrmiji? Koliki je nagib tangente na graf u toj
tocki?

RjeSenja zadataka

1.

=

10.
11.
12.

13.
14.

15.
16.
17.

18.

S kLD

(a) T'(40) =241 eura
(b) T(41) — T(40) = 244 eura

S'(1) = 100,5'(10) = 1 kom
y=2x+1

y=x—1

f(x) =1dajex=1,T(1,1)

(a) min zax =0, max zax = —2/3
(b) minzax=1,maxzax = —1

X € (—o0,0)

(1) >g(1)

nema lokalnih ekstrema

f raste za x € (—3,00), ima lok. minimum u 7'(—3,—2)

stac. toCke x; = 0,x; = 4, x je lok. max, P(4) = 32 stotine eura
(@) f"(x) =6x—2
() f"(x) = ~ iy
(© f'(x) =3

T(x) = 1200+ 1.2x+ 1%, troSak je minimalan za x = 5.5 jedinica

a)x=2
b)x>2

E(4) = —0.25 (neelasti¢nost), E(1) = 1 (jedini¢na elasti¢nost), E(16) = —4 (elasti¢nost)
E(50) = —1.14

funkcija je parna
@ 2(f) =R, Z(f) = (—o,1]
(b) ima tri lokalna ekstrema
(c) da, dva ekstrema su globalna
(d) Zakoji x iz segmenta [—0.5,0.7] funkcija ima maksimum? za x = 0.7 ima maksimum
(e) maksimum za x = 1, minimum za x = 1.5

(a) funkcija ima lokalni minimum u ishodi$tu
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(b) funkcija pada za x € (—o0,0) U (4, +c0)
(c) funkcija ima maksimalnu vrijednost za x = 3
(d) graf funkcije je najstrmiji za x = —1, nagib tangente na graf u toj tocki je a = —5
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10.1

Primjeri funkcije dvije varijable

m Primjer 10.1 Izrazimo li povrsinu pravokutnika kao funkciju njegove duljine x i Sirine y, dobivamo
P(x,y) =x-y.

To je primjer funkcije dviju varijabli. "

Definicija 10.1.1 — Funkcija dvije varijable. Funkcija f : 2 — ¢ je funkcija dviju varijabli
ako je 2 C R2.

Dakle, funkcija dviju varijabli f zadaje pravilo po kojem uredenom paru (x,y) € Z pridruZujemo
jedinstvenu vrijednost z = f(x,y) € .

u Primjer 10.2 Zadana je funkcija f : R? — R kao f(x,y) = 2x+3y-+4. Izradunajmo £(0,1), £(1,0),

i f(1,-2).
£(0,1)=2-0+3-144=7,
F(1,0)=2-1+3-0+4=6,

f(1,=2)=2-1+43-(=2)+4=0.

Vjezba 10.1 Proizvodac proizvodi kalkulatore dva tipa: graficke i obi¢ne. Graficki kalkulatori
prodaju se po cijeni od 54 eura, obi¢ni po 22 eura po komadu. Odredimo funkciju prihoda u
ovisnosti o broju prodanih kalkulatora pojedine vrste.

m Primjer 10.3 Proizvodnja Q je funkcija uloZenog kapitala K i veli¢ine radne snage L (izraZene
u broju radnih sati). Cobb-Douglasova funkcija proizvodnje (produktivnosti) O je funkcija
sljedeceg izgleda

O(K,L) = aK“LP, (10.1)

gdje su0 < o, B < 11ia > 0realni brojevi, fiksni za odredeni model proizvodnje. "
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m Primjer 10.4 Kvocijent inteligencije mjeri se funkcijom

100
I(m,s) = m,
s

gdje je s starost osobe (izraZena u godinama), a m njezina mentalna zrelost (mjere je testovi
inteligencije). Izratunajmo 7(16,17).
Rjesenje: Uvrstimo podatke i dobijemo:

1
1(16,17) = % ~94.11.

Koordinatni sustav u prostoru

Koordinate se u trodimenzionalni prostor postavljaju uvodenjem triju medusobno okomitih koordi-
natnih osi (pravaca) x,y i z. Citav trodimenzionalni prostor opisan je s

R? = {(x,y,2) : x,y,z € R}. (10.2)

Svakoj to¢ki u ravnini pridruzena je uredena trojka (x,y, z) koordinata. Obratno, svakoj uredenoj
trojci realnih brojeva pridruZena je jedinstvena to¢ka u R3. Parovi koordinatnih osi xy, xz i yz
odreduju koordinatne ravnine. Prirodna domena funkcije dviju varijabli f je

2(f) ={(x,y) : f(x,y) je definirano}. (10.3)
Slika funkcije f je

A(f) ={z:2=f(xy),(xy) € Z2(f)}- (10.4)
Graf funkcije dviju varijabli f je skup

Ty ={(G,f(xy) : (xy) € 2(f)}- (10.5)

Graf funkcije dviju varijabli

Graf funkcije dviju varijabli f je ploha u prostoru. Grafove funkcija mozemo skicirati uz pomo¢
alata Geogebra 3D.

m Primjer 10.5 Skicirajmo u prostoru grafove funkcija:

L fxy) =1
Graf ove funkcije je skup svih tocaka (x,y,z) prostora za koje je z = 1, tj. skup svih
tocaka (x,y, 1) pri emu su x, y proizvoljni realni brojevi. Taj skup ¢ini ravninu paralelnu
s xy ravninom i smjeStenu na "visini" z = 1 (prva ploha na slici 10.1). Ta ravnina je,
naravno, neomedena.

2. f(x,y)=+/x2+y2—1.
Pisemo z = \/x2 +y2 — 1, odnosno (z+ 1)?> = x*> +y2. Za fiksnu vrijednost z > —1,
jednadZba zadaje kruZnicu radijusa z 4 1. Dakle, presjeci traZzene plohe s ravninama
paralelnima xy ravnini jesu kruZnice. Ploha izgleda kao izokrenuti plast stoSca s vrhom
u tocki (0,0, —1) (druga ploha na slici 10.1).

Vjezba 10.2 Pogledajte sami uz pomo¢ Geogebra 3D alata grafove funkcija:

1. f(x,y)=x>—y3+6xy
2. glx,y) =¥

2

3. h(x,y) =¢" —e
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Slika 10.1: Grafovi plohaz=1iz=/x2+y?—1

10.3 Pojam parcijalne derivacije

Ako u funkciji dviju varijabli jednu varijablu drZzimo konstantnom, moZemo promatrati promjenu
funkcije u ovisnosti o promjeni druge varijable. Dakle, moZemo derivirati funkciju po jednoj
od varijabli drzeéi drugu varijablu konstantnom. Takvu derivaciju zovemo parcijalnom. Kod
parcijalnih derivacija koristi se oznaka 0 koju ¢itamo "parcijalno".

Definicija 10.3.1 — Parcijalna derivacija. Neka je f funkcija dviju varijabli. Parcijalna
derivacija funkcije f po varijabli x definira se

J o fthy) = f(x,y)

Parcijalna derivacija funkcije f po varijabli y je

J . f(xay+h)_f(xay)
— =1 . 10.6
ayf (x,y) = lim . (10.6)
Parcijalnu derivaciju funkcije z = f(x,y) po x pisat cemo f(x,y), a po y kao f;(x,y)

u Primjer 10.6 Odredimo parcijalne derivacije funkcije f(x,y) = x> 4 xy 4 y* po varijablama x i y.

RjeSenje: Kad racunamo parcijalnu derivaciju funkcije f po varijabli x, varijablu y tretiramo
kako bismo tretirali bilo koju konstantu (broj):

Fixy) = () +(x)y+0=2x+y+0=2x+y.
Pri racunanju fy’ (x,y) deriviramo f po y, a x smatramo konstantom:

£(6,y) =04+x() + (y*) =x+2y.

Vjezba 10.3 Odredite parcijalne derivacije prvog reda funkcija dvije varijable:
1. f(x,y) = 2x% +2xy + 3y?
2. f(x,y) =xIny
3. f(x,y) = xIny?
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4. f(x,y)=ev

5. f(x,y) = xe” +ye*

6. f(x,y) =Xy

7. f(xy) = (@ +xy+y)°
8. f(x,y) = In(x* 4 3xy)

Parcijalne derivacije drugog reda

Za funkciju f(x,y), postoje dvije derivacije prvog reda:

d . d

a%: = filx,y) i ajyc = fi(x,y)- (10.7)
Nadalje, ukupno su Cetiri derivacije drugog reda:

afx afy dfx . dfy

S p, S = ) S = e § 52 = e, (108)

Vjezba 10.4 Za funkciju f(x,y) = e odredite vrijednosti svih parcijalnih derivacija prvog i
drugog reda u to¢ki (1,0).

= Primjer 10.7 Odredimo sve parcijalne derivacije drugog reda za f(x,y) = x> — 2x%y + 2xy* — y°.
Rjesenje: Prvo imamo f.(x,y) = 3x> — 4xy +2y?, Lxy) = —2x% +4xy — 3y%. Potom je

fh(xy) =6x+4y, fi(x,y) =—4x+4y, fo(x,y) =—4x+4y, fi(x,y)=4x—6y.

Opcenito vrijedi: ako su fy;(x,y) i fy;(x,y) neprekidne funkcije na otvorenom intervalu 7 C R?,
onda su one jednake, tj. fy,(x,y) = fi.(x,y), za sve (x,y) € I.

Vjezba 10.5 Funkcija zadovoljava Laplaceovu jednadzbu ako vrijedi £y, (x,y) = fy(x,y). Prov-

jerite zadovoljava li navedeni identitet funkcija f(x,y) = x> —y?.

Viezba 10.6 Za funkciju f(x,y) = 5 In(x* +)?) vrijedi £/, (x,y) + f;(x,y) = 0. Provjerite.

Geometrijsko znacenje parcijalnih derivacija

Neka je zadana ploha z = f(x,y) u prostoru. Uzmimo tocku (x, yo, f(x0,y0)) na plohi. Ima puno
pravaca u prostoru koji su tangente na plohu u toj tocki. Svi ti pravci leZe u jednoj ravnini. Nju
zovemo tangencijalna ravnina. Vrijednost %(xo, yo) je koeficijent smjera to¢no one tangente iz
tangencijalne ravnine koja se nalazi u presjeku plohe z = f(x,y) i ravnine y = y¢ (ravnina paralelna
s xz ravninom). MoZemo reci kako parcijalna derivacija funkcije z = f(x,y) po varijabli x mjeri
"brzinu promjene funkcije u smjeru x-osi". Sli¢no, vrijednost %(xo,yo) je jednaka koeficijentu
smjera one tangente iz T koja je presjek plohe z = f(x,y) i ravnine x = x( (ravnina paralelna
s ravninom yz). Parcijalna derivacija funkcije z = f(x,y) po varijabli y mjeri "brzinu promjene
funkcije u smjeru y-osi".

Vrijednost parcijalnih derivacija daje informaciju o brzini promjene funkcije pri poveéanju pojedine
varijable za 1. Tako f;(xo,o) daje procjenu razlike f(xo+ 1,y0) — f(xo,¥0), a vrijednost f; (xo,yo)
daje procjenu razlike f(xo,yo+ 1) — f(x0,Y0)-
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= Primjer 10.8 Kad je zaposleno x iskusnih i y neiskusnih radnika, proizvest e se Q(x,y) =
5x? + 7xy komada proizvoda. Ako trenutno radi 10 iskusnih i 5 neiskusnih radnika kojom brzinom
neiskusnih ostane isti, a kako ukoliko zaposlimo joS$ jednog neiskusnog radnika, a broj iskusnih
radnika ostane isti?

Rjesenje: Odgovor na pitanje kako se koli¢ina proizvodnje mijenja pri promjeni jedne od
varijabli dok drugu smatramo fiksnom daju parcijalne derivacije. Zato raunamo:

d d

7% = 0,(x,y) = 10x+7y, 8ny = Qy(x,y) =0+7x.
Zax =10,y =5 je 0,(10,5) = 135, a 0}(10,5) = 70. Zaklju¢ujemo da bi zaposljavanje
jos jednog iskusnog radnika vodilo povecanju proizvodnje za priblizno 135 proizvoda, a
zaposljavanje jo$ jednog neiskusnog radnika vodilo bi poveéanju proizvodnje za priblizno 70
proizvoda, $to je manje od prethodnog.

Marginalne produktivnosti rada i kapitala

Kako je vec¢ reCeno, produktivnost Q neke proizvodnje mjeri se brojem proizvoda i ona je funkcija
uloZenog kapitala K (izraZenog u novcu)i veli€ine radne snage L (izraZene u broju radnih sati).
Cobb-Douglasova funkcija produktivnosti Q je funkcija

O(K,L) = aK“LP, (10.9)

gdje su 0 < a,B < 11ia > 0 realni brojevi, fiksni za odredeni model proizvodnje. Parcijalnu
derivaciju Q po K, Q% (K, L) zovemo marginalna (grani¢na) produktivnost kapitala, a parcijalnu
derivaciju Q po L, Q; (K,L) marginalna produktivnost rada.

u Primjer 10.9 Produktivnost nekog pogona zadana je s Q(K,L) = 120K?/3L!/3 gdje je K koli¢ina
uloZenog kapitala (u 1 000 eura), a L uloZeni rad u broju radnih sati mjese¢no. Odredite broj
proizvoda koje pogon proizvede ako je u proizvodnju uloZeno 125 000 eura i 1 331 radnih
sati. Odredite 1 marginalnu produktivnost rada i marginalnu produktivnost kapitala na tom nivou
proizvodnje.

RjesSenje: Za K = 125,L = 1331 uvr§tavanjem dobijemo da je Q(125,1331) = 33000, $to
znaci da na tom nivou proizvodnje pogon proizvede 33 000 proizvoda.

Marginalna produktivnost kapitala i rada daju informaciju o kretanju proizvodnje ukoliko se
na danoj razini kapital ili broj radnih sati povecaju za jednu jedinicu. Prvo odredimo funkcije
marginalne produktivnosti kapitala i rada

2
Ok (K,L) = 12O§K’1/3L1/3 = 80K '3!3
1
OL(K,L) = 120K2/3§L’2/3 = 40K?/3L 723,

Uvrstavanjem vrijednosti dobivamo Qg (125,1331) = 176,0,,(125,1331) = 8.26. Dobivene
rezultate interpretiramo ovako: dodatna jedinica kapitala (1 000 eura) bi na nivou K = 125,L =
1331 rezultirala povecanjem proizvodnje za 176 komada, a dodatni sat rada povecanjem
proizvodnje za 8.26 komada. Pri odlukama o povecanju ulaganja ili rada to treba uzeti u obzir.

Vjezba 10.7 Zadana je funkcija Q(K,L) = 10K*2L%>. Odredite marginalnu produktivnost rada
1 marginalnu produktivnost kapitala na nivou ulaganja kapitala od 10 000 eura i 420 radnih sata
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pogona i vidite da na navedenom nivou povecanje broja radnih sati rezultira veCom produktivnoscéu
proizvodnje.

Lokalni ekstremi funkcije dvije varijable
Vazno je znati odrediti lokalne ekstreme funkcije dvije varijable.

Definicija 10.4.1 — Lokalni ekstremi funkcije. KaZemo da funkcija f : R> — R ima lokalni
ekstrem (lokalni maksimum ili lokalni minimum) u toc¢ki (xo,yo) ako je f(xo,yo) ekstremna
(najveda ili najmanja) vrijednost funkcije f u neposrednoj okolini tocke (xo,yo)-

Kao i kod funkcije jedne varijable, lokalni ekstrem funkcije dvije varijable moZe se javiti jedino
u stacionarnoj tocki. Tocka (xo,yo) je stacionarna tocka za funkciju f(x,y) ako su vrijednosti
parcijalnih derivacija funkcije f po varijabli x i po varijabli y u toj tocki jednake O:

fi(xo,y0) =0 i fi(x0,y0) =0. (10.10)

Ovo je zahtjev da koeficijenti smjera tangenti na krivulje dobivene presjekom plohe z = f(x,y)
s ravninama x = xg i y = yo budu jednaki 0. Stacionarna tocka ne mora biti i mjesto lokalnog
ekstrema, moZe biti tzv. sedlasta tocka. To je slucaj kad je priroda ekstrema u smjeru x-osi razliita
od onog u smjeru y-osi. Ploha je u okolini sedlaste tocke doslovno oblika sedla: u smjeru jedne
varijable funkcija ima lokalni minimum, a u smjeru druge lokalni maksimum (slika 10.2).

Slika 10.2: Pogled na sedlo iz dva smjera

Da bi se odredila priroda ekstrema u stacionarnoj tocki odreduje se vrijednost

D(x0,Y0) = fre(x0,Y0) £y (X0, Y0) — [f)i;(xo,yo)]Z- (10.11)

Ako je D(xo,y0) < 0, u (xo,Y0,f(x0,y0)) funkcija ima sedlo. Ako je D(xo,yo) > 0, tada je
(x0,Y0, f (x0,¥0)) ekstrem i to: lokalni minimum ako je f7-(xo,yo) > 0 ili lokalni maksimum ako je
(%0, Y0) < 0.

Vjezba 10.8 Odredite stacionarne tocke funkcije f(x,y) = x> +y2.

m Primjer 10.10 Odredimo i klasificirajmo stacionarne tocke funkcije

flx,y) =x" =y +6xy.
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Rjesenje: U raCunima trebamo sve parcijalne derivacije funkcije do ukljucivo drugog reda.

Odredimo ih:
1(x,y) = 3x" + 6y, 1(x,y) = =3y* +6x,
fo(x,y) = 6bx, fo(x,y) =6,
)Zc(xay) = 61 }’;(x,y) = _6y

Odredimo stacionarne tocke. TraZimo x i y koji su rjeSenja (nelinearnog) sustava od dvije
jednadZbe s dvije nepoznanice:

3x2+ 6y=0
6x —3y? =0.

Iz druge jednadzbe je x = % Uvrstimo li to u prvu jednadZbu, dobivamo

»\°
3(L) +6y=0
(2)+y ,

4
y
32 4+6y=0
4 + y )
3y* +24y =0,
3y(y* +8) =0,

Odavde je y; =0, y» = —2, paje x; = 0, xo = 2. Dobivamo stacionarne tocke (0,0) i (2, —2).
Jesu li dobivene stacionarne tocke i ekstremi?
Racunamo vrijednost D(x,y) u svakoj stacionarnoj tocki:

D(0,0) = £1(0,0)£1,,(0,0) — [£(0,0)]> = 0-0-36 <0,

Xy

D(2,-2) = f1(2,-2) fn(2,-2) = [f5(2,-2)* = 12-12—36 > 0.

Tocka (0,0) je sedlasta tocka, nije ekstrem.Tocka (2, —2) je tocka lokalnog ekstrema. Buduéi
je fi(2,—-2) = 12 > 0, funkcija u to¢ki (2,—2) ima lokalni minimum.

XX
]

Vjezba 10.9 Zadana je funkcija prihoda (u tisuéama eura) proizvodnje P(x,y) u ovisnosti o cijeni
x (u eurima) i ulaganju u marketing y (u tisucama eura)

P(x,y) = 50x — x> —y* 4+ 10y.

Odredimo za koje je parametre prihod proizvodnje maksimalan te koliko iznosi maksimalan prihod.

 Primjer 10.11 Odredimo jednadzbu regresijskog pravca za tri tocke: (1,1), (2,3)1 (4,3).

RjeSenje: Neka je jednadzba regresijskog pravca y = kx+1[. Oznacimo s d1,d> i d3 udaljenosti
danih tocaka od regresijskog pravca u smjeru y-osi. Za x = 1, pripadna y koordinata tocke na
pravcu jednaka je y =k-14/ = k4. Stoga je razlika y koordinata za prvu tocku jednaka
dy = k+1—1. Sli¢no bismo odredili d> i d3. Dakle, imamo:

di=k+1—1,

dy =2k +1-2,
dy =4k +1—3.
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Regresijski pravac trazimo prema metodi najmanjih kvadrata. Dakle, trazimo takve k i [ da
zbroj di? + d»”* + d3? bude minimalan. Primijetite da nam nije vazno jesu li vrijednosti d;,
i =1,2,3 pozitivne ili negativne jer ih kvadriramo. Stoga je svejedno uzimalise d; =k+1—1
ilidi=1—(k+1). Sli¢no jeizad,ids.

Trazimo da zbroj kvadrata udaljenosti d,d>, d3 bude najmanji mogudi tj.

S= d12 —|—d22 —|—d32 — min.

Dakle, imamo problem odredivanja minimuma funkcije dviju varijabli:
Sk,0) = (k-+1— 1)+ (2k+1—2)% + (4k+1—3)2.

Odredimo parcijalne derivacije funkcije S(k,!):

Si(k,1)
Si(k,1)

2k41—1)4+2(2k+1—2)-2+2(4k+1—3) -4 = 42k + 141 — 38,
2k41—1)42(2k+1—2)+2(4k+1—3) = 14k + 6 — 14.

Trazimo stacionarnu to¢ku. Uvjet je Sx(k,l) = S;(k,l) = 0 pa rjeSavamo sustav

42k + 141 =38
14k+ 6l = 14.

RjeSenje sustava je k = %,l = 1. Koordinate stacionarne tocke su (é, 1, %) Parcijalne derivacije
drugog reda su:

Vidimo da su fiksne za svaku vrijednost k i /. Kako je D(%, 1) =42-6—14% > 0, dobivena

tocka je mjesto lokalnog ekstrema funkcije. Bududi je Sj{’k(%, 1) = 42 > 0, zakljuCujemo

da funkcija S(k,/) ima u tocki (%, 1) lokalni minimum. JednadZba regresijskog pravca je
4

y=3x+1.

p) Normalne jednadZbe koje smo koristili pri dobivanju jednadzbe regresijskog pravca dobivene
su postupkom minimiziranja funkcije koja je jednaka zbroju kvadrata udaljenostid;,i =1,...n
od pravca svake od n toaka od regresijskog pravca (u smjeru y osi)

S=d*+---+d,>

10.5 Zadatci za vjezbanje
1. Zadana je funkcija f(x,y) = 2x+ 3xy. Izracunajte f(0,1), f(1,0) i f(1,-2).

2. Povrsina koZe (u m?) koja prekriva ovjekovo tijelo priblizno je dana funkcijom
P(m,h) = 0.202m**>p 7%

gdje je m masa Covjeka dana u kg, a i visina ¢ovjeka dana u metrima. Odredite po ovoj
formuli povrSinu koZe na svom tijelu.

3. Odredite parcijalne derivacije prvog reda sljedecih funkcija:

@ f(x,y) =x**+9xy
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(b) g(x,y) =Iny—Inx
(©) h(x,y)=y*—x*—Txy
(d) i(x,y) = x> +Txy?* — 12x
(e) j(x,y) =x>+2x* +3¢¥
() k(x,y) =€
(@ l(x,y)=e+3e"
(h) m(x,y) = In(xy)
(i) n(x.y) = e’
() o(r.y) =In ()
4. Stupanj zagadenja jezera dan je s:
P(x,y) = Inx+Iny+ 3xy,
gdje je x koli¢ina (u mg) deterdZenata, a y koli¢ina metalnih soli (u mg) u uzorku od 1L jez-
erske vode. Odredite i objasnite vrijednosti P;(1,2), P)(1,2). Povecanje kojeg oneci3¢iva¢
rezultira manjim poveéanjem stupnja zagadenja jezera?

5. Nuklearna elektrana uzima vodu iz rijeke za hladenje reaktora i zagrijanu je ispusta u rijeku.
Temperaturu ispustene vode opisuje funkcija 7' (x,y) = 2x 4 5y +xy — 40 (x je temperatura
vode rijeke prije koriStenja, a y je snaga elektrane u stotinama MW).

(a) Odredite temperaturu vode koju elektrana ispusta ako je temperatura vode u rijeci 8°C,
a snaga elektrane 300 MW.
(b) Odredite i interpretirajte 7,/(9,5) i 7;(9,5).

6. Tjedna proizvodnja (izraZena u jedinicama proizvoda) nekog proizvodnog pogona zadana je

funkcijom

Q(x,y) = 1200x 4 500y + x*y — x> —y?
za broj x uvjezbanih radnika i broj y neuvjezbanih radnika koji rade u tom pogonu. Trenutno
u pogonu radi 30 uvjezbanih i 60 neuvjeZbanih radnika. Procijenimo grani¢nom analizom
promjenu proizvodnje do koje dolazi dode li u pogon jo$ jedan uvjeZzbani radnik, a broj
neuvjezbanih ostane isti.

7. Odredite sve parcijalne derivacije drugog reda funkcije

flxy) =y +x7y%
8. Odredite parcijalne derivacije prvog reda funkcija:
(@) f(x,y)=10x>+2xy+y?
(b) f(x,y) =xIny?
(©) flx,y) =x"¢"+ye*
(d) flxy)=xe¥
9. Odredite sve parcijalne derivacije drugog reda funkcija iz prethodnog zadatka.
10. Dokarite da za funkciju f(x,y) = (x+y)? vrijedi xf}(x,y) +y/fi(x,y) = 2f (x,y).
11. Ratar po hektaru zasijane pSenice tro$i x stotina eura za rad i y stotina eura za gnojivo. Dobit

(u stotinama eura) sa jednog hektara povrSine zasijane pSenicom opisuje funkcija

D(x,y) :6x—x2—y2—|—4y—4.
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Koliko novaca treba potrositi na troSkove rada i gnojiva da bi mu dobit bila maksimalna?
Koliko iznosi maksimalna dobit?

12. Odredite lokalne ekstreme funkcije dviju varijabli
flx,y) =22 +xy+y* —2x—v.

13. Drustvena poZeljnost neke djelatnosti zadana je funkcijom
D(x,y) = (16 — 6x)x — (y* — 4xy +40), x>0,y >0

gdje je x mjera komercijalne dobrobiti (profit, nova radna mjesta), a y mjera ekoloske
nepoZeljnosti (zagadenje, optereCenje prometnica). Djelatnost je poZeljna ako je D > 0, a
nepoZeljna ako je D < 0.

(a) Koje vrijednosti x i y maksimiziraju druStvenu poZeljnost djelatnosti?

(b) Je li moguce da navedena djelatnost bude poZeljna?

RjesSenja zadataka
1. 0,2,-4

3. (@) fi=40y" 49y, f; =2x"y+9x
() gi=-1/x,g,=1/y
(c) Wy =—2x—Tyh,=2y—Tx
(d) i =3x*+7y* — 12,0, = l4xy
(@) ji=3x*+4x,ji =3¢
() K=k =e
(@ =3¢l =—¢7

1 1
(h) m\, = ;7’71; =3

G o =15y = =Xy
X y Tty y2
: r_ 1 1
() o= Lo, =

4.7,7)2
5. (a) 15°C
6. 2100 komada
1. fi=ye +2x%,  fi=2ye"+2x%y, fli=y""+27% fi=fik=2y +4xy, fi =
2¢* +2x7
8. (a) fy=20x+2y,f; =2x+2y
(b) fi=Iny? fi =2
() fy="2xe"+ye, f = x*e) + e
d) fl=e?,f} =2xe®?
11. x=3,y=2,D(3,2) =900 eura
1
13. (a) (4,8)
(b) ne, D(4,8) <0

[\

. (1,0) lokalni minimum -1
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Pojam neodredenog integrala

Zadanoj derivabilnoj funkciju f znamo odrediti derivaciju f’. Pitanje je obrata: za zadanu funkciju
f odrediti funkciju F takvu da je F' = f.

m Primjer 11.1 Koja je funkcija derivirana da se dobije f(x) = 2x?
RjeSenje: Svakako je F (x) = x>. No, to nije jedino rjeSenje. Deriviranjem x> + 1,x*> — 5,x> +
e, ..., takoder bismo dobili 2x. Ukratko, za funkciju F(x) = x> +c, ¢ € R je F'(x) = 2x.

Dakle, antiderivacija, odnosno primitivna funkcija neke funkcije nije jedna funkcija, ve¢ Citava
familija funkcija (kako to pokazuje i Slika 11.1).

Definicija 11.1.1 — Antiderivacija. Funkciju F : 7 — R za koju je F’ = f zovemo primitivnom
funkcijom ili antiderivacijom funkcije f: I — R.

Pokazuje se da svaka realna funkcija neprekidna na otvorenom intervalu / C R ima primitivnu
funkciju na /. Skup svih primitivnih funkcija dane neprekidne funkcije f na intervalu / nazivamo
neodredeni integral funkcije f na intervalu /. PiSemo

/f(x)dx:F(x)-l—c (11.1)
i ¢itamo "integral ef od iks de iks jednak je ...". Znaci
/2xdx =x’+cjerje (P+c) =2x (11.2)

Vjezba 11.1 Odredimo [ e*dx.

Odredivanje integrala takoder je tehnika, kao i odredivanje derivacije. Poznavanjem tablice osnovnih
integrala i pravila i metoda integracije, moguce je odrediti integrale sloZenijih funkcija.
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Tablica osnovnih integrala

f k X" n+#£—1 e* a 1

xn+l

kx—+c )

+c  €f4c E+4c Inlx|+c

Ina

Jf(x)dx

Pravila za nalazenje neodredenog integrala
Operacija integriranja je homogena i linearna Sto znaci da vrijedi sljedece:

o [kf@)dx=k] f(x)dx
o J(f()£8(@)dx = [ f(x)dx [ g(x)dx

Znajudi vrijednosti neodredenih integrala te pravila za racunanje neodredenih integrala, moZzemo
odrediti integrale funkcija koje su linearne kombinacija gore spomenutih elementarnih funkcija.

= Primjer 11.2 Koristenjem tablice i pravila odredimo [ (2x° 4 8x* — 3x? + 5)dx.

Rjesenje:

/(2x5+8x3—3x2+5)dx:2/x5dx+8/x3dx—3/x2dx+5/ldx

x6 x4 x3
=2 (6 +C1> +8 (4+Cz) -3 <3+03> +5(x+c4) +cs

+6
= §—|—2x4—x3+5x+c

Zbroj svih navedenih konstanti takoder je konstanta pa piSemo +c. Dobivena funkcija je
antiderivacija poCetne podintegralne funkcije §to mozemo provjeriti deriviranjem. Zbilja,

6 i
<x3+2x4—x3—|—5x—|—c> — 2% + 85 — 32 +5.

Vjezba 11.2 KoriStenjem tablice i pravila odredite sljedee integrale:
1. [ %dx
2. [(Be +/t)dt
3. [(3x*+1)%dx
Vjezba 11.3 Uz pomoc¢ tablice odredimo neodredene integrale:
1. [x’dx
2. [2dx
3. [/xdx
4. [ Zdx
5. [2%dx



132 Poglavlje 11. Uvod u integralni racun

u Primjer 11.3 Odredite funkciju &ija tangenta ima nagib 3x? 4 1 i &iji graf prolazi tockom (2,6).
RjesSenje: Trazimo antiderivaciju funkcije 3x> + 1, to je F(x) = x> 4+ x4 c i to je cijela obitelj
funkcija (zbog c), grafovi nekoliko funkcija su na slici. Rjesenje F(x) zovemo op¢ée rjeSenje
jer je izrazeno s neodredenom konstantom c.

1)

Slika 11.1: Neke antiderivacije funkcije f(x) = 3x*>+ 1

Buduéi da imamo dodatnu informaciju, tzv. pocetni uvjet, moci ¢emo naci to¢no jedno
rjeSenje. Trazimo da antiderivacija prolazi tockom (2,6) tj. da bude F(2) = 6. Sada iz F(2) =
23 42+ ¢ dobivamo ¢ = —4. TraZena funkcija, tzv. posebno rjesenje je F(x) = x> +x — 4.

u Primjer 11.4 Grani¢ni troSak (u eurima) neke proizvodnje opisan je funkcijom 7”7 (x) = x? + 3x.
Odredimo funkciju ukupnih troskova ako znamo da je fiksni troSak proizvodnje jednak 30 eura.

Rjesenje: Antiderivacija (integral) funkcije grani¢nog troska daje opce rjesenje funkcije troska:

3 2
T(x) = %+3%+c.

Zadano je da je fiksni troSak 30 eura, tj. 7(0) = 30. Ovaj poCetni uvjet omogucuje odredivanje
¢; u ovom slucaju je ¢ = 30. Dakle, posebno rjesenje problema je

x? x?

T(x) =75 +3% 430,
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11.1.1 Tehnika integracije supstitucijom

Pravilo supstitucije moguée je primijeniti ukoliko u sastavu podintegralne funkcije vidimo dio
funkcije i njegovu derivaciju (do na konstantu). Taj dio funkcije proglasavamo novom varijablom.

m Primjer 11.5 Odredite rjeSenja sljedecih problema i provjerite svoj rezultat:
1. f9(x*+3x+5)%(2x+3)dx

Rjesenje: U sastavu funkcije vidimo izraz x* 4 3x+ 5 i njegovu (to¢nu) derivaciju 2x + 3.
Stoga radimo supstituciju u = x>+ 3x+ 5. Kad taj izraz deriviramo (svaku stranu po
njezinoj varijabli), dobivamo du = (2x+ 3)dx. Poslije te smjene integral postaje vrlo
jednostavan.

u=x*+3x+5

/9(x2+3x+5)8(2x+3)dx: [ di = (2x+3)dx

:/9r3dt:t9+c:(x2+3x+5)9+c.

2. [Fdx

x2—1

Rjesenje: Uvodimo supstituciju u = x> — 1, imamo du = 2xdx. Sada je:

2x 1 u=x*—1 1 2
/xz_ldx:/mbcdx: [ du = Do ] :/;duzln]u|+c:1n|x —1|+c

Vjezba 11.4

1. [x3e¢X  2dx

2. fxffldx

3. [laxgy

4. fxe"zdx

5. [x(x*+1)%dx

6. [P dx

7. [(3x2—1)e" dx
8. [3tv/12—8dt

9. [InZgy

10. [[(x—1)8+3(x— 1) +5]dx

Primjenom tehnike supstitucije lako se dobiva proSirena tablica osnovnih integrala:

f (ax—i—b)m,n 7& -1 eax+b adx+e axlﬁ
+b xn+] ax+b dx+e 1 +b
Jf@ds | S ve S e e MRl
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Tehnika parcijalnog integriranja
Iz pravila za derivaciju umnoska funkcija d(uv) = duv 4 udv integriranjem dobivamo uv = [ vdu +
[ udv. 1z ovog izraza slijedi formula za parcijalnu integraciju koja glasi

udv =uv— [ vdu. (11.3)
oo == |

Parcijalno integriranje primjenjuje se na odredivanje integrala produkta dviju funkcija kako bi
se integral koji ne znamo odrediti sveo na jednostavniji kojega je moguce odrediti. Parcijalna
integracija povodi se odabirom faktora dv kojeg treba integrirati, i faktora u koji se derivira. U tu
svrhu pogodno je za u odabrati faktor koji deriviranjem postaje jednostavniji, a za dv faktor kojemu
nije tesko odrediti antiderivaciju v.

m Primjer 11.6 Metodom parcijalne integracije odredite opce rjeSenje sljedecih problema:
1. [xe'dx

RjeSenje: Za faktor u biramo dio x, njega ¢emo derivirati i on deriviranjem postaje
jednostavniji. Izraz e*dx oznacit ¢emo s dv i njega ¢emo lako integrirati. Poslije toga
primijenimo formulu parcijalnog integriranja:

u=x dv=edx

X 7 / e X g X X
/ x e'dx= N 1S = xe /edx xe' —e +c.
u dv du=dx y=-¢"

2. [(3—2x)e"dx

Rjesenje: Kako bismo odabrali izraz za u i dv, razmislimo koja se od dvije podinte-
gralne funkcija (polinom prvog stupnja i eksponencijalna funkcija) pojednostavnjuje
pri derivaciji; to je naravno polinom prvog stupnja ¢ija je derivacija konstanta. Sada
imamo:

u=3—-2x dv=e*dx

/(3 —2x)e *dx = (K 1S
du = —2dx V= %

= (3-29% - [ (-2

=(2x—3)e " —Z/e*xdx
e*.x

(2x—3)e " —2—+c

-1
=2x—1)e *+c

Vjezba 11.5 Metodom parcijalne integracije odredite sljedeée integrale:

1. [Inxdx

2. [tIn2tdt

3. [(B3—2x)e"dx
4. [x\/2—xdx
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11.2 Zadatci za vjezbanje

1. Odredite
(@ [(—x+3)dx

(b) [(x*—2x)dx
(© [(x+3)%dx
(d) [(x+1)(3x—2)dx
(e) [(2x—2)%dx
(f) [ Pdx
(@) [*Hdx
2. Odredite supstitucijom:
(@) [(x®+3x—7)°(2x+3)dx
(0) [ sy
) [e” 5% (2x—5)dx
(d) [x2e"Hldx
(e) [xvx2+ ldx
O [ @Sqpdx
(2 [1(nx)3dx
(h) [x%e"dx

3. Odredite parcijalnim integriranjem:
(a) [xInxdx

(b) [(1—x)e*dx
(¢) [xIn2xdx
(d) [x}edx
4. Grani¢nu dobit kioska brze prehrane opisuje funkcija D'(x) = —2x+ 20, gdje je x koli¢ina

prodaje izraZena u stotinama komada. Odredite funkciju dobiti ako znamo da kiosk ostvaruje
gubitak od 50 eura ukoliko niSta ne proda.

5. Procjenjuje se da ¢e se x mjeseci od danas vrijednost V (x) hektara zemljiSta povecavati

brzinom
0.4x°
Vi) =
v/0.2x* 490000

dolara po godini. Trenutna je vrijednost zemljista 500$ po hektru.
(a) Odredite V(x).
(b) Nakon koliko ¢e se vremena cijena povecati na 600$?
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Rjesenja zadataka

1.

(a) —%2—1—3x—|—c

b & -2+t

(©) §+3x2+9x+c
(d) ¥+3—2x+c
(e) 4 —12x—2+c
(f) 20In|x|+c

(g) x—Inl|x|+c

@ +(x?+3x—7)0+c
(b) In|lnx|+c

() e +c

e %e"3+1+c

) 1(x*+1)32+¢
(f) = +c

(2) ;(nx)*+c

(h) Le¥ +c

(a) %lnx—%zqtc
(b) 2—x)e*+c¢

() %x21n2x—%x2+c

(d) e*(x* =3x>+6x—6)+c

4. D(x) = —x* +20x—50

5.

(a) V(x) = v0.2x% + 90000 + 200

(b) cijena ¢e se povecati na 600 za 24.32 mjeseci
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Neka je na segmentu I = [a,b], za a,b € R,a < b, zadana neprekidna, nenegativna funkcija f.
Pitamo se kolika je povrina P lika kojega s x-osi zatvara graf funkcije f na segmentu [a, b]:

y

Slika 12.1: Ilustracija problema povrSine

Bududi je f neprekidna na [a,b], ona na [a,b] poprima minimalnu vrijednost m i maksimalnu
vrijednost M. (Za funkciju kojoj je graf kao na slici je m = f(a),M = f(b)). Grubu procjenu
vrijednosti povrSine P moZemo odmah dati:

m(b—a) <P<M(b—a). (12.1)

Za finiju procjenu vrijednosti povrSine, radimo sljedeée. Segment [a, b] podijelimo na n podsegme-
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nata [x;,x;y1], i=1,2,...,npri¢emujea=x; <xp <+ < Xpp] =b.
y
//\\
y=fx)
P;
/ a Xi Xit1 b *

Slika 12.2: Tlustracija postupka subdivizije segmenta

Dobiveni skup segmenata zovemo subdivizijom segmenta /. Na svakom od segmenata [x;,x;;1]
je funkcija f neprekidna, pa postoji minimum m; i maksimum M; funkcije f na njemu. Stoga za
povrsinu P; ispod grafa funkcije f na segmentu [x;,x; 1] vrijedi:

mi(xip1 —x;) <P < Mi(xio —x;). (12.2)
Primjetimo da za svaki xo € [x;,x;1] vrijedi

mi(Xiv1 —x;) < f(x0) (i1 —x;) < Mi(Xig1 —Xi). (12.3)
Sumu

§ = mi(xiH —xi) (12.4)

-

l
—_

zovemo donja integralna suma. Sumu

S= Mi(x,-+1 —xi) (125)

n
i=1
zovemo gornja integralna suma. Za svaku subdiviziju intervala I (odabir broja podsegmenata i

tocaka x; koje su rubovi podsegmenata od /) to¢no su odredene integralne sume s i S.
Integralne sume imaju sljedeéa vazna svojstva:

1. Ako subdiviziju profinimo, tj. tockama x1,...,x,+; dodamo jo$ tocaka iz I, dobivamo novu
subdiviziju i njoj pridruzene sume s’ i §’. Vrijedi s <s' i 8’ < §, odnosno profinjenjem
subdivizije donje integralne sume ne padaju niti gornje rastu.

2. Svaka je donja integralna suma manja od bilo koje gornje integralne sume.

Skup svih donjih integralnih suma s; koje dobivamo za razne subdivizije od / je ograni¢en odozdo i
odozgo. Isto je slucaj i za skup Sy svih gornjih integralnih suma. Najvecu gornju granicu skupa
svih donjih integralnih suma, odnosno sups; zovemo donji Riemannov integral. Najmanju gornju
granicu skupa svih gornjih integralnih suma, odnosno infS; zovemo gornji Riemannov integral.
Trazena povrsina je "uklijeStena" izmedu dviju spomenutih granica.
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Definicija 12.1.1 — Riemannov integral. Za ogranicenu funkciju f : I — R kaZemo da je
integrabilna na / ako je sups; = infS;. Broj sups; = infS; zovemo Riemannov integral ili
odredeni integral funkcije f na I = [a,b] i biljezimo ga s

/ ’ f(x)dx. (12.6)

Zapis iz definicije ¢itamo: "integral od a do b ef od iks de iks". Rubove a, b segmenta [a, b] zovemo
donjom, odnosno gornjom granicom odredenog integrala. Vrijedi sljedeéi teorem.

I Teorem 12.1.1 Ako je funkcija neprekidna na /, onda je ona integrabilna na /.
Odredeni integral neprekidne, nenegativne funkcije f : [a,b] — R je po iznosu jednak povrSini koju

s x-osi zatvara graf funkcije f na segmentu [a,b]. Cinjenica da za neprekidnu funkciju £ na [a, b]

/bf(x)dx (12.7)

postoji, ne upucuje na to kako da dani integral izracunamo.
Neka je f neprekidna funkcija na I = [a,b]. Teorem 12.1.1 kaZe da je ona integrabilna na [a,b], no
onda je integrabilna i na [a,x] za x € [a,b]. Dakle, postoji funkcija @ zadana s

O(x) = / " F()dt, (12.8)

Pokazuje se da je derivacija funkcije & po x jednaka bas f(x), pa je ® primitivna funkcija za f.
Bilo koja druga primitivna funkcija F za f razlikuje se od ® za konstantu ¢ tj. ®(x) = F(x) +c.
Kako je @(a) = 0 (o€ito je [ f(x)dx = 0), imamo da je F (a) + ¢ = 0, odakle je ¢ = —F (a). Dakle,
®(x) = F(x) — F(a) zasve x € [a,b]. Posebno je ®(b) = F(b) — F(a) za neku primitivnu funkciju
F od f. Dobili smo osnovni teorem integralnog racuna ili Newton-Leibnitz-ovu formulu:

Teorem 12.1.2 Neka je f integrabilna funkcija na [a,b]. Tada je za primitivnu funkciju F od f

/a ’ fx)dx = F(b) - F(a). (12.9)

Odredeni integral nalazi se tako da se prvo odredi antiderivacija, a potom se izracuna razlika
vrijednosti antiderivacije u desnom rubu segmenta i vrijednosti antiderivacije u lijevom rubu
segmenta. Primjerice:

2 2
dx= =
/1xx 3

Primjene integralnog racuna

2
2212 3

- - 2 (12.10)

L2 2 2

Odredivanje povrsine pod krivuljom

Odredeni integral | : f(x)dx po iznosu je jednak povrsini koju s x-osi zatvara graf nenegativne
funkcije f na segmentu [a,b).

m Primjer 12.1 Odredimo povrsinu koju s koordinatnim osima zatvara pravac y = —x+ 1.
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N\

Slika 12.3: Povrsina koju s osima zatvara pravac y = —x+ 1

RjesSenje: Naslici 12.3 su vidljive granice integracije, traZena povrsina nalazi se iznad segmenta
[0,1]. Zato je

P:/Ol(—x+l)dx: <—x;—|-x>

: 12 02 1
. = <—2 + 1) — <—2 +O> =3 kvadratne jedinice.

9

m Primjer 12.2 Odredimo povrsinu koju na segmentu [0,4] s x-osi zatvaraju krivulje y =xiy = -.

RjeSenje: Pri odredivanju povrsine vazno je skicirati grafove krivulja kako bismo im vidjeli
sjeciSta i poloZaj:

Slika 12.4: Tlustracija poloZaja grafovay =xiy = 2

X

Sa slike je vidljivo da je traZena povrSina P na segmentu [0, 3] natkrivena pravcem y = x, a na



12.2 Primjene integralnog racuna 141

segmentu [3,4] granom hiperbole y = % te je stoga jednaka:
3 4 9 2

P:/ xdx+/ —dx= il

0 3 X 2

Cinjenicu da je uz pomo¢ integrala moguée odrediti povrsinu ispod grafa pozitivne funkcije moguée
je iskoristiti u odredivanju vjerojatnosti. Vjerojatnostne su funkcije one za koje je povrSina pod
grafom funkcije fiksna i iznosi 1. Tako je vjerojatnostna funkcija tzv. normalne raspodjele N (U, o)
(gdje je u srednja vrijednost raspodjele, a ¢ njezina standardna devijacija) zadana formulom

3
+ 9lInx]|3 ~ 7.089 kvadratnih jedinica (k. j.)
0

Fl) = — e 1), (12.11)

oV2m

Za zadane U 1 o to je eksponencijalna funkcija Ciji je graf zvonolika krivulja simetri¢na oko pravca
x = . Kod tzv. standardne normalne raspodjele N(0,1) je 4 = 0,0 = 1 i graf funkcije (tzv.
funkcije gustoce) te vjerojatnostne raspodjele ima sljedeci izgled.

1

0.5

Slika 12.5: Graf funkcije standardne normalne raspodjele

Odredivanje vjerojatnosti da x poprimi vrijednosti unutar jedne standardne devijacije oko srednje
vrijednosti svodi se na raCunanje integrala

P(-l1<x<1)= e dx. (12.12)

Ovaj racun prelazi granice naseg znanja integriranja pa sli¢an slucaj ilustriramo sljede¢im prim-
jerom.

m Primjer 12.3 Funkcija gustoée vjerojatnostne raspodjele koja opisuje duljinu trajanja telefonskog
poziva zadana je formulom

1 ,—1x
ze Y x>0
fy=q2 7 7
0, x<0
Varijabla x oznacava trajanje poziva u minutama. Odredimo vjerojatnosti:

1. da ¢e slucajno odabran razgovor trajati izmedu 2 i 3 minute

2. da ée slucajno odabran razgovor trajati dulje od 2 minute.
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Rjesenje:
1. Odredimo

31 INANE
P(2<x<3):/ —e dx = (—e 2x) =0.1447.
2 2 2

Vjerojatnosti su brojevi izmedu 0 i 1. Rezultat znaci da je vjerojatnost da Ce telefonski
razgovor trajati od 2 do 3 minute malo veca od 14%.

2. Vjerojatnost da Ce telefonski razgovor trajati dulje od 2 minute je
*1
P(x>2)= / —e 2%dx.
2 2

Takve integrale nismo susretali. Oni se daju izraCunati kao

/ 21 “2dx = lim
- dx=1li
5 e X

1
—e 2%dx.
m—seo Jo 2

Medutim, trazenu vjerojatnost (povrsinu) moZemo odrediti i kao
21 .
Px>2)=1-Px<2)= 1—/ ¢ ° dx =0.3679.
0
Valjanost tog racuna posljedica je Cinjenice da je ukupna povrSina pod grafom funkcije

gustoCe jednaka 1. Zato je i P(0 < x < 2)+ P(x > 2) = 1, odakle slijedi ra¢un.

12.2.2 Odredivanje povrsine izmedu dvije krivulje

Ako su f i g realne i ograniCene funkcije na segmentu [a,b] takve da je f(x) > g(x) za svaki
X € [a,b], tada je povrSina P koju na segmentu [a, b| zatvaraju krivulje y = f(x) i y = g(x) jednaka

P= /ab[f(x) — g()]dx. (12.13)

Ako podrudje integracije nije zadano, treba skicirati grafove funkcija i odrediti ga sa slike ili
algebarski.

= Primjer 12.4 Odredite povrsinu lika kojega zatvaraju parabola y = 5 — x? i pravac y = 2 — 2x.

\o

Slika 12.6: Tlustracija poloZaja grafovay =5 — x> iy =2 — 2x
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Rjesenje: Sa slike vidimo da su sjecista krivulja to¢ke (—1,4) i (3,—4). To moZemo i
algebarski odrediti rjeSavanjem jednad?be 5 — x*> = 2 — 2x. Dakle, podrugje integracije treba
biti segment [—1,3]. Sa slike vidimo da je tu parabola iznad pravca. Stoga je

3

2
=2

= [ (52 -(-20)ar= [ L3

3
(=2 +2x+3)dx = <—); + 2% —l—3x)
-1

|
Vjezba 12.1 Odredimo povrSinu geometrijskog lika koji je na segmentu [0, 1] omeden krivuljama
2 .
y=x"iy=x.

Vijezba 12.2 Odredimo povrsinu koju zatvaraju krivulje y =x>+ 11y =5 —x%

Prosjecna vrijednost funkcije

Prosje¢nu vrijednost f(x) funkcije f zadane na segmentu [a,b] moguce je odrediti kao

o) = bia

/ ’ f(x)dx. (12.14)

Naime, povrsina P pod krivuljom y = f(x) na segmentu [a,b] jednaka je povrSini pravokutnika
Sirine b — a i visine jednake prosjeku f funkcije f(x) na segmentu [a, b] (vidite sliku 12.7).

®

&
|
®

Slika 12.7: Tlustracija prosjecne vrijednosti funkcije

Vjezba 12.3 Poznato je da je ¢ sati nakon ponodi temperatura (izraZena u stupnjevima Celzijusovim)
u nekom gradu zadana funkcijom

2
C(t):3—§(t—l3)2, 0<t<24.

Kolika je prosjecna temperatura u gradu izmedu 6 i 14 h?
Vjezba 12.4 Zadana je funkcija ukupnog troSka (u eurima) neke proizvodnje u ovisnosti o broju
komada proizvoda:
2
T(x)=154+0.8x+ —.
(x) +0.8x+ 100

Odredite prosje€ni troSak proizvodnje na razini proizvodnje 50 komada proizvoda.
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Primjena integralnog racuna u grani¢noj analizi

Prema Newton-Leibnitzovoj formuli je

[ r@ax= )~ 1@ (12.15)

Dakle, integriramo 1i derivaciju funkcije f od a do b, iznos tog odredenog integrala je jednak
promjeni vrijednosti funkcije kod promjene nezavisne varijable x od a do b.

Vjezba 12.5 Grani¢ni trofak (u eurima) neke proizvodnje opisan je funkcijom 7”7 (x) = x2 4 3x.
Odredimo trosak proizvodnje 20 proizvoda.

Vjezba 12.6 Odredimo za koliko je prihod od prodaje 15 jedinica proizvoda veéi od prihoda
prodaje 9 jedinica proizvoda ako je funkcija granicnog prihoda (izraZenog u eurima) od prodaje x
jedinica proizvoda zadana s P'(x) = 100 + 4x — x2.

Vjezba 12.7 — Korisni vijek proizvoda. Granicni troSak i prihod igre na automatima ¢ godina od
uvodenja igre iznose T'(x) = 2 tisuée eura, a P'(t) = 9¢~"' tisuéa eura. Opdenito se vrijednost za
koju je T'(t) = P'(t) zove korisni vijek proizvoda.

1. Odredimo korisni vijek igre.

2. Kolika je ukupno ostvarena dobit (akumulirana dobit) tijekom korisnog vijeka igre?

Zadatci za vjezbanje

1. Odredite odredene integrale:
(a) fol x2dx

(b) [2(3x% —5x+7)dx
(©) f()]xx/)mdx
(d) [Z(—x+3)dx

(@) f5(x?—2x)dx

) f_ll(x—|-3)2dx

(@ [ edx

2. Odredite povrsinu lika omedenog s x-osi i grafom funkcije f(x) = 4 — x* na segmentu [0, 1].
Skicirajte.

3. Skicirajte i odredite povrsinu koju s x-osi zatvara graf funkcije f(x) = 4 — x%.

4. Skicirajte i odredite povrinu koju s x-osi zatvaraju krivulje y = x i y = (x —2)? na segmentu
[0,2].

5. Pogledajte Sliku 12.8 i izracunajte vecu od dvije povrsine koju s koordinatnim osima zatvara
graf funkcije f(x) = (3—x)(x+1).

6. Rast dnevne dobiti (u stotinama eura) tvrtke opisuje funkcija D’(x) = 100 — x gdje je x broj
dana od kada je tvrtka pokrenula posao.
(a) Odredite ukupnu dobit tvrtke u prvih 10 dana.
(b) Odredite dobit izmedu 10. i 20. dana poslovanja tvrtke.
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Slika 12.8: Graf funkcije f(x) = (3 —x)(x+1)

7. Grani¢ni troSak proizvodnje x jedinica proizvoda zadan je funkcijom

T'(x) = 50+ 0.4x.

Ako je trenutna proizvodnja 10 jedinica dnevno, odredite koliko ée veéi biti trosak proizvodnje

20 jedinica dnevno.

8. Knjigovodstvena vrijednost (u eurima) fotokopirnog stroja u prvih godinu dana pada brzinom
V'(x) = 5(x — 12) za vrijeme x dano u mjesecima. Odredite ukupni gubitak vrijednosti stroja

u prvih pet mjeseci (od 0. do 5.) i u drugih pet mjeseci (od 5. do 10.).

9. Odredite srednju vrijednost funkcije f(x) = x — 3x? na intervalu [-1,2].

10. Grani¢ne vrijednosti ukupnog trodka i prihoda rudnika ugljena su 7’(x) = 3 tisuca eura i
P'(t) = 20e"! tisuéa eura t godina od pocetka eksploatacije. Odredite korisni vijek rudnika
zaokruZen na najblizu godinu. Odredite i ukupno ostvarenu dobit tijekom korisnog vijeka

rudnika.
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Rjesenja zadataka
1. (a1
b 7
(c) 221

N
—_

b
A iy

hd
©

6. (a) 95000 eura
(b) 85000 eura

7. 560 eura
8. -237.5 eura, -112.5 eura

9. —

N1V

10. 19 god, 113 086 eura



Sto je problem linearnog programiranja? To je odredivanje optimalnog rjeSenja matemati¢kog
modela realnog Zivotnog problema. Optimalno rjeSenje maksimizira ili minimizira neku veli¢inu od
interesa. Na primjer, investitor Zeli uloZiti sredstva u onu investiciju koja ¢e mu donijeti maksimalnu
dobit (cilj) bez velikog rizika (ogranicenje). Ili, nutricionist sastavlja dijetu tako da broj kalorija
bude minimalan (cilj), ali da budu zadovoljeni svi prehrambeni zahtjevi (ograni¢enje). U svakom
problemu imamo zadanu funkciju cilja i ograni¢enja. Problem zovemo linearnim jer je funkcija
cilja linearna te su ograni¢enja zadana kao linearne nejednadzbe.

m Primjer A.1 Postavimo problem linearnog programiranja za sljede¢i problem. Proizvodac
proizvodi dva tipa goriva, regular (R) i super (§). Sirovina u proizvodnji prolazi procese prerade i
proc¢iséavanja. Za dobivanje jedne jedinice goriva tipa R prerada traje 0.2 sata, procis¢avanje 0.5
h. Za dobivanje jedne jedinice goriva tipa S prerada traje 0.4 sata, a pro¢i§¢avanje 0.2 h. Pogoni
prerade i prociséavanja rade svaki po 8 h dnevno. Zarada proizvodaca po prodanoj litri goriva tipa
R je 30 centi te 50 centi po litri goriva tipa S. Koliku koli¢inu pojedinog goriva mora proizvodac

dnevno proizvesti da mu zarada bude maksimalna?

Rjesenje: Oznacimo s

* x - koli¢inu dnevne proizvodnje goriva tipa R,
* y - koli¢inu dnevne proizvodnje goriva tipa S.

Cilj je proizvodaca maksimalna zarada. Funkcija cilja je c¢(x,y) = 30x+ 50y i nju treba
maksimizirati.

Medutim proces proizvodnje nameée ogranicenja.

- Imamo ogranicenje na proces prerade; on ne moze dnevno biti dulji od 8 sati. Dakle,
imamo nejednadzbu 0.2x+ 0.4y <8

wev 2

- Ogranicenje je i na proces proc¢i§€avanja; imamo nejednadzbu 0.5x+ 0.2y < 8.

Jo§ valja primijetiti da mora biti i x > 0,y > 0 budu¢i su koli¢ine proizvodnje nenegativni
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brojevi. Zadan je problem linearnog programiranja.

30x + 50y — max,
02x+0.4y <8
0.5x+0.2y <8
x>0,y>0

Definicija A.0.1 — Mogu¢ problem linearnog programiranja . Neka je zadan problem lin-
earnog programiranja: optimizirati linearnu funkciju cilja uz skup ogranicenja (sustav linearnih
nejednadzbi). Problem linearnog programiranja je mogué (konzistentan) ako postoji barem
jedan vektor koji zadovoljava skup ograni¢enja. Svi takvi vektori ¢ine skup mogucih rjeSenja
problema linearnog programiranja. Moguce rjeSenje koje ujedno optimizira funkciju cilja zove
se optimalno rjeSenje.

Kod problema linearnog programiranja govorimo o programiranju zato §to optimalno rjeSenje
odreduje (programira) obrazac po kome se odvija problemom razmatrana aktivnost. Linearno
se programira npr. transport (red letenja aviona, dostava robe), industrijska i poljoprivredna
proizvodnja, trgovina. U odredivanje rjeSenja ulaze mnogi faktori. Skup ogranicenja ¢ine golemi
sustavi linearnih nejednadzbi koji se rjeSavaju algebarskim metodama uz pomo¢ racunala. Mi ¢emo
promotriti tek osnove metode grafickog rjeSavanja problema linearnog programiranja. Problemi
linearnog programiranja ovdje su mali (s dvije varijable odlucivanja) i rjeSavat éemo ih graficki.

Graficko rjeSavanje sustava linearnih nejednadzbi

m Primjer A.2 Rijesimo graficki sustav linearnih nejednadzbi:

x+2y <10
xX+y>6
x>0,y >0.

Rjesenje: Primijetimo da je rjeSenje sustava linearnih nejednadzbi dio prvog kvadranta (zbog
uvjeta nenegativnosti varijabli).

Linearna jednadZba x + 2y = 10 odreduje u koordinatnom sustavu jedan pravac. Sve tocke
(x,y) Cije koordinate zadovoljavaju jednadzbu (npr. tocke (0,5),(2,4)) pripadaju tom pravcu.
Pogledamo li linearnu nejednadzbu x + 2y < 10, ona u koordinatnom sustavu odreduje jednu
poluravninu (onu "ispod" pravca x + 2y = 10). Naime, svaka tocka te poluravnine zadovoljava
nejednakost x + 2y < 10 (primjerice tocke: (2,3),(4,2),(7,1)).

RjeSenje danog sustava linearnih nejednadzbi jest dio prvog kvadranta dobiven kao presjek ove
poluravnine i poluravnina zadanih nejednadzbama x+y > 6 i x < 4. To je trokut s vrhovima u
tockama: (4,2),(4,3) i (2,4). Skup mogucih rjeSenja ovog sustava linearnih nejednadzbi Cine
sve tocke unutar tog trokuta.

Na slici A.1 je skup mogucih rjeSenja najtamnije obojan jer je presjek ukupno pet poluravnina.
Prigodno je skup mogudih rjeSenja graficki traZiti tako da se obrnu sve nejednakosti u skupu
ogranicenja. Tada on ostaje neobojen i lakSe ga je uoditi (slika A.2).
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Slika A.1: RjeSenje sustava linearnih nejednadzbi (tamno)

Slika A.2: RjeSenje sustava linearnih nejednadzbi (bijelo)
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Graficko rjeSavanje problema linearnog programiranja

Kad znamo graficki rijesiti sustav linearnih nejednadzbi, na korak smo od moguénosti grafickog
rjeSavanja problema linearnog programiranja.

m Primjer A.3 Recimo da na gornjem skupu mogucih rjeSenja Zelimo maksimizirati funkciju cilja
¢(x,y) = 2x+y. Problem linearnog programiranja kojeg valja rijesiti glasi:

2x+y — max
x+2y <10
xX+y>6
x>0,y>0

Rjesenje: Kad imamo skup mogucih rjeSenja problema linearnog programiranja, traZimo
optimalno rjesenje. Izraz kojim je zadana funkcija cilja pretvorimo u jednadZbu pravca koji
prolazi ishodiStem koordinatnog sustava: 2x+y = 0. Taj pravac zove se izoprofitna linija.
Da bismo odredili optimalno rjeSenje, moramo odrediti maksimalnu vrijednost izraza 2x 4y
na skupu mogudih rjeSenja. Geometrijski to se radi ovako: zamisljamo paralelno pomicanje
izoprofitne linije preko skupa mogucih rjeSenja. TraZimo onu tocku skupa mogucih rjeSenja
kroz koju ée izoprofitna linija pri tom pomicanju zadnju proéi. Vidimo da je to tocka C(4,3).
Ona je optimalno rjeSenje.

Sli¢no se radi kad traZimo minimum funkcije cilja na skupu mogucih rjesenja. U tom slucaju graf
funkcije cilja zovemo izotroskovna linija. Kod odredivanja minimuma, traZimo onu tocku skupa
mogucih rjesenja kroz koju pri paralelnom pomicanju izotroskovna linija prvu prode.

Opcenito ¢e skup moguéih rjesenja biti mnogokut, a optimalno se rjeSenje postiZze u jednom ili vise
vrhova skupa mogucéih rjesenja.

Teorem A.2.1 Ako je skup moguéih rjeSenja sustava linearnih nejednadzbi koje su ogranicenja
problema linearnog programiranja omeden, optimalno rjesenje postoji i ostvaruje se u jednom
ili viSe vrhova skupa mogudih rjeSenja. Ako je skup mogudih rjeSenja neomeden, optimalno
rjeSenje ne mora postojati. Ako ipak postoji, opet se postize u jednom ili vise vrhova skupa
mogucih rjeSenja.

U naSem primjeru funkcija cilja z = 2x + y postize maksimum u vrhu C(4,3). To smo utvrdili
geometrijski. U isto se moZemo uvjeriti i algebarski, racunom. Prema teoremu znamo da se
optimalno rjeSenje postize u vrhu skupa mogucéih rjeSenja. Stoga moZemo odrediti vrijednosti
funkcije cilja u vrhovima skupa moguéih rjesenja:

@) | 42| @9 | @3
2x—|—y‘ 10‘ 8 ‘ 1o

Vidimo da funkcija cilja najveéu vrijednost poprima u tocki (4,3). Maksimalna vrijednost funkcije
cilja iznosi 11.
p) Kako je moguce da se optimalno rjeSenje postiZe u viSe vrhova skupa mogucih rjeSenja? To
se moZe dogoditi kada je izoprofitna (izotro§kovna) linija paralelna nekom od pravaca koji
su rubni pravci skupa mogudih rjeSenja (na slici A.3 je c||b). Ukoliko je postavljen problem
nalaZenja minimuma funkcije cilja ¢ija je izotroskovna linija ¢, optimalno rjeSenje je svaka
tocka duZine AB.
Skup mogucdih rjeSenja problema linearnog programiranja moZe biti neomeden (slika A.4).
Ako je c izoprofitna linija, vidimo da ona na skupu mogucih rjeSenja maksimum poprima u
beskonac¢nosti, pa rjeSenja nema. Poprima li izotroSkovna linija optimum?
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Slika A.3: Optimalno rjesenje je svaka tocka duzina AB
Yy
\
c
X

Slika A.4: Skup rjeSenja problema linearnog programiranja je neomeden
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U grafickom rjeSavanju problema linearnog programiranja udomadio se postupak rjesavanja koji
nije sasvim graficki. Naime, kad se graficki dobije skup mogucih rjesenja i odrede njegovi vrhovi,
onda se algebarski racuna vrijednost funkcije cilja u svakom pojedinom vrhu. Vrh u kome je
vrijednost funkcije cilja optimalna je optimalno rjeSenje. Unato¢ tome §to optimalno rjeSenje ne
dobivamo pomicanjem grafa funkcije cilja, tu metodu zvat ¢emo grafickom.

Postupak grafickog rjeSavanja problema linearnog programiranja provodimo kako slijedi:
Iz zadanog problema definiramo funkciju cilja i skup ogranicenja (uvjete).

Na temelju uvjeta odredujemo graficki skup mogudih rjesenja.

Odredimo koordinate tocaka koje su vrhovi skupa moguéih rjesenja.

Algebarski odredimo vrijednosti funkcije cilja u svakom od vrhova skupa mogucih rjeSenja.

A T

Ako je skup mogucih rjeSenja ogranicen, optimalno rjeSenje su oni vrhovi skupa mogucih
rjeSenja u kojima je vrijednost funkcije cilja optimalna (minimalna ili maksimalna). Ako je
skup mogucdih rjeSenja neogranicen, zamisljenim pomicanjem izoprofitne ili izotroSkovne
linije provjerimo da li optimalno rjeSenje postoji. Ako postoji, optimalno rjeSenje su oni
vrhovi u kojima je vrijednost funkcije cilja optimalna.

m Primjer A.4 RijeSimo problem linearnog programiranja

30x+ 50y — max,
0.2x4+0.4y <8
0.5x+0.2y <8
x>0,y>0

Rjesenje: Prve dvije jednadzbe skupa ograni¢enja mnozimo s 10, kratimo i dobivamo problem

30x + 50y — max,
x+2y <40
Sx+2y <80
x>0,y>0

Graficki odredimo skup mogucih rjeSenja problema.

Slika A.5: Skup mogucéih rjeSenja problema (bijelo)
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To je trokut s vrhovima (0,0), (16,0) i (0,40). UvrStavanjem koordinati vrhova u funkciju
cilja, vidimo da ona maksimum postiZe u vrhu (0,40): ¢(0,40) = 2000 centi.

m Primjer A.5 Na dva stroja / i /] proizvode se dva tipa proizvoda: A i B. Izrada proizvoda A
zahtijeva 3 h obrade na stroju I i 5 h obrade na stroju /1. Izrada proizvoda B zahtijeva samo 2 h
obrade na stroju /. Kapacitet stroja / je 12 h rada dnevno, a stroja /1 10 h rada dnevno. Proizvod A
donosi prihod od 200 eura, a proizvod B 100 eura. Odredimo program opterecenja strojeva koji
donosi maksimalni dnevni prihod.

Rjesenje: Oznacimo s x broj proizvoda A, s y broj proizvoda B. Dnevni prihod proizvodnje je
200x + 100y. TraZzimo da bude maksimalan. Koja su granicenja u prozvodnji? 3 h obrade po
jedinici proizvoda A i 2 h obrade po jedinici B na stroju I ne smiju u zbroju prelaziti kapacitet
stroja od 12 radnih sati dnevno, tj. mora biti 3x+ 2y < 12. Sli¢no, 5x < 10. Dodajemo i uvjete
nenegativnosti: x > 0, y > 0. Dobiven je problem linearnog programiranja:

200x + 100y — max,
3x+2y <12
S5x <10
x>0,y>0
Rijesimo problem. Prvo graficki odredujemo skup mogucih rjeSenja. U tu svrhu nacrtajmo u

koordinatnom sustavu pravce 3x+2y = 12 1 x = 2 (5x = 10). Odredimo poluravnine koje su
odredene nejednakostima.

(=)

B

N

Slika A.6: Skup mogucéih rjeSenja problema (bijelo)

Skup mogudih rjesenja je omeden. Vrhovi su mu: (0,0),(2,0),(2,3) i (0,6). Pogledajmo u
kojem se vrhu postiZe maksimum funkcije cilja:

|00 o] e
200x+100y‘ 0 ‘ 400 ‘ 700 ‘ 600
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Vrh (2,3) je optimalno rjeSenje. Zaklju¢ujemo da je dnevni prihod proizvodnje maksimalno
700 eura ako se proizvedu 2 proizvoda tipa A i 3 proizvoda tipa B.

Vjezba A.1 Rijesite grafi¢ki problem linearnog programiranja.

x+ 2y — min,
3x+2y>6

x + y<10
x>0,y>0



Aritmeticki niz

ay - prvi ¢lan niza, d stalna razlika susjednih ¢lanova.
Op¢i ¢lan aritmetickog niza: a, = a; + (n—1)d.
Zbroj prvih n ¢lanova aritmetickog niza: S, = 5(2a; + (n—1)d).

Geometrijski niz

ap - prvi Clan, g stalni kvocijent susjednih ¢lanova.
Opéi ¢lan geometrijskog niza: a, = a;q" .
Zbroj prvih n ¢lanova geometrijskog niza: s, = a;

n

q'—1
g—1"

Financijska matematika

p - godiSnja kamatna stopa (%), C - uloZena glavnica, n - vrijeme Stednje, / - iznos kamate, g -
dekurzivni kamatni faktor ¢ = 1+ p, C, - iznos nakon n godina Stednje

Slozeni kamatni racun s jednokratnom uplatom

Jedan obracun kamate godiSnje: C, = Cq".
Obracun kamata k puta godisnje, C, = C (1+ %)n'k .

SloZzeni kamatni racun s visekratnim uplatama

- u jednakim vremenskim razmacima uplacuju se (ili isplauju) stalni iznosi R na pocetku
razdoblja (prenumerando racun) ili na kraju razdoblja (postnumerando racun).

Konaéna vrijednost prenumerando uplata: C, = Rq‘f:%ll.
Konacna vrijednost postnumerando uplata: C,, = R‘f]T_ll.
q" =1

Pocetna vrijednost prenumerando isplata: A, = Rm.

Pocetna vrijednost postnumerando isplata: A, = R %.
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Rp) Ako se obracun kamata vrsi k puta godiSnje, tada je r = %,q = 1 4 r te se u svakoj od gornje
Cetiri formule n zamjenjuje s kn.

Racun zajma

Iznos nominalno jednakih anuiteta a u otplati zajma iznosa C kroz n godina uz dekurzivni
kamatni faktor g je a = C %.

Kamata /; na kraju i-te godine otplate zajma: [; = C;_; - p.

Iznos otplatne kvote R; na kraju i-tog razdoblja: R; = a —I;.

Ostatak duga C; na kraju i-tog razdoblja: C; = C;—1 —R;.

Otplatna tablica:

kraj razdoblja | anuitet | kamata | otplatna kvota | ostatak duga

i a; b Ri (2

Racun otpisa

A - iznos nabavne vrijednosti dobra, N - trajanje dobra u godinama, Ry - iznos ostatka
vrijednosti nakon N godina, a, - iznos otpisne kvote u n-toj godini otpisa, ag - iznos prve
otpisne kvote.

Linearno otpisivanje

A—Ry
N -

- otpisne kvote su stalne: a =
Tablica otpisa:

godina | poc. vrij. R,—; | otpisna kvota a,, | ostatak vrij. R, | % otpisa, p,

Aritmeticko-degresivno otpisivanje

- godiSnje otpisne kvote umanjuju se za stalan iznos

[Nai — (A —Ry)] .

=2 =)

Geometrijsko-degresivno otpisivanje

- svake godine otpisuje se p% ostatka vrijednosti iz prethodne godine. Ostatak vrijednosti
nakon n godina otpisivanja je

R, =A(1—p)" (a1 —ao).

Matrice

Zbrajaju se po tockama, skalarom se mnoZi svaki broj u matrici, mnoze se ako su ulancane
(mnoZenje nije komutativno), operacija transponiranja zamjenjuje retke i stupce.

Regularna je matrica koja ima maksimalan rang, za takvu je detA # 0.

Odredivanje ranga matrice i rjeSavanje sustava linearnih jednadzbi vr$i se elementarnim
transformacijama (Gaussova metoda) - matrica se svede na gornje-trokutasti oblik.

Pri traZenju inverza, elementarne transformacije se provode kako bi se na mjestu originalne
matrice dobila jedini¢na matrica: (A|l,) prevede se u oblik (I,|/A~").
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Inverz matrice reda 2

Determinanta u odredivanju inverza matrice - Cramerovo pravilo
Inverz matrice je:

L

=—(A; )T

a A;; je algebarski komplement elementa a;;, po iznosu jednak

(—1)"*/ . ( determinanta matrice u kojoj je izostavljen i-ti redak i j-ti stupac)

Cramerovo pravilo u rjeSavanju sustava linearnih jednadzbi

D - determinanta matrice sustava, D,, determinanta u kojoj je i-ti stupac zamijenjen stupcem

slobodnih koeficijenata. Zai =1, ...,n vrijedi:
D,,
X — .
D

Jednadzba regresijskog pravca

Jednadzba regresijskog pravca je y = b + ax za:

_ Y7 Y yi— XX Y (xivi) _nY(xyi) *inZYi'

S ey ) SRR SR

Metoda ulaza-izlaza

Tabela ulaza-izlaza sastoji se od matrice (vektora) proizvodnje X (1. stupac), matrice ulaza-
izlaza X;; (srediSnji dio) i vektora finalne potraZnje D (zadnji stupac):

Xi Xij Xi
X X1 - X X1
X5 Xo1 0 Xog X2
X, X o Xon Xn

Vrijedi: X; = Zinj —+ X;.

Matrica tehnickih koeficijenata A = (a;;) ima elemente a;; = % Vrijedi da je D = X — AX.
Matrica tehnologije je T = I — A.

Matricu proizvodnje dobivamo mnoZenjem inverza matrice tehnologije s matricom finalne

potraznje: X =T~!.D.
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Elementarne funkcije
Linearna funkcija

Graf linearne funkcije f(x) = ax+ b je pravac. Koeficijent a oznacuje stalni nagib pravca, a b
veli¢inu odsjecka na osi y. Nultocku dobivamo rjeSavanjem jednadzbe f(x) = 0.

Kvadratna funkcija

Graf kvadratne funkcije f(x) = ax® + bx + c je parabola.
Parabola je otvorena prema gore ako je a > 0, a prema dolje ako je a < 0. Nultoc¢ke parabole
su zadane izrazom

—b++Vb?—4ac
X1 = T

Broj nultocki ovisi o predznaku diskriminante D = b> — 4ac. Tjeme T parabole ima koordinate
T(—b/2a,—D/4a).

Osnovna svojstva eksponencijalnih i logaritamskih izraza i veza tih funkcija

ad=a=x=y log,(xy) =log,x+log,y

a @ =at log,§ =log,x—log,y
Z—; =a” log,x" =nlog,x
(@) =a” log,a = 1;log,1 =0

Veza eksponencijalnih i logaritamskih funkcija
log,@ =y, da°%* =x

Racun izjednacenja

Racunom izjednacenja odreduje se ravnoteZna cijena xg koja je takva da je koli¢ina ponude
jednaka koli€ini potraznje: d(xg) = #(xp).

Racunom izjednacenja odreduje se i ravnoteZna koli¢ina proizvodnje xy koja je takva da je
funkcija prihoda jednaka funkciji troska P(xp) = T (xo).

Domena funkcije

1. Racionalne funkcije nisu definirane u tockama za koje nazivnik ima vrijednost 0.
2. Parni korijeni mogu se vaditi samo iz nenegativnih brojeva.
3. Logaritme moZemo vaditi samo iz pozitivnih brojeva.

Parne i neparne funkcije

Ako je f(—x) = f(x), funkcija f je parna funkcija, a ako je f(—x) = —f(x), funkcija f je
neparna funkcija.

Kompozicije funkcija

(g0 f)(x) = glf ()], (fog)x) = flg(x)]-
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Inverzna funkcija

Za zadanu funkciju f inverzna funkcija se dobiva rjeSavanjem jednadzbe f(y) = x po y.

Derivacije elementarnih funkcija Derivacije slozenih funkcija
f i f f
c 0 gm mgm—lg/
X" mxm! ef efg’
o~ o a® | a®lna-g
1
a* a‘lna Ing el
i i
Inx — log, g 8
¥ gl{la
1 o
%% | YIna g 2\/§g

Pravila deriviranja

(cf) = «cf
(fxg) = [f£¢
(f-g) = feg+rfd

(J_‘)' _ fle—f¢
g g

Znacenije vrijednosti derivacije

f'(x0) daje nagib tangente na graf funkcije f u zadanoj tocki (xo, f(xo)), jednadZba tangente
jey = f"(x0)(x —x0) + f (xo).

Odredivanje intervala rasta i pada te lokalnih ekstrema funkcije

Interval rasta funkcije f odreduje se rjeSavanjem nejednadzbe f’(x) > 0.

Interval pada funkcije f odreduje se rjeSavanjem nejednadzbe f'(x) <O0.

Stacionarne tocke funkcije f dobivaju se rjeSavanjem jednadzbe f'(x) = 0. Ako je f”(xo) > 0,
u stacionarnoj toc¢ki x funkcija ima lokalni minimum. Ako je f”(xo) < 0, f u x( ima lokalni
maksimum.

Ako je drugu derivaciju funkcije tesko odrediti, prirodu ekstrema utvrdujemo pracenjem rasta
i pada funkcije u okolini stacionarne tocke.

Elasticnost funkcije

Koeficijent elasti¢nosti funkcije f za vrijednost x definira se kao: E(x) = <% f'(x).
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Ekstrem funkcije zadane na segmentu

Funkcija na segmentu [a,b] ima i minimalnu i maksimalnu vrijednost; one se postizu ili u
stacionarnim tockama unutar segmenta ili u rubnim tockama segmenta.

Osnovni princip grani¢ne analize

Funkcija dobiti D(x) = P(x) — T (x) postiZze maksimum za onu koli¢inu proizvodnje x( za koju
vrijedi: 1) P'(x0) = T'(x0) i 2) T"(x0) > P"(x0).

Odredivanje ekstrema funkcije dviju varijabli

Funkciji treba odrediti sve parcijalne derivacije prvog i drugog reda. Potom treba:
1. odrediti stacionarne tocke funkcije f(x,y) rjeSavanjem sustava:

f,\lc(x7y) = Oaf):(xay) =0
2. ispitati prirodu ekstrema u svakoj stacionarnoj tocki (xo,yo) raunanjem izraza
2
D(x0,Y0) = frx(¥0,Y0)fyy(x0,50) = [fuy (x0,0)] -

Ako je D < 0, u (x9,y0) funkcija ima sedlo.
Ako je D > 0, tada je (xo,yo) ekstrem i to: lokalni minimum ako je f7:(xo,y0) > 0, a
lokalni maksimum ako je f7.(xo,y0) < O.

Integralni racun

Tablica osnovnih integrala

1
f k X" n#£—1 e* a* T
[ fx)dx | kx+c (fﬁ) +c  €+c % +c Inlx|+c¢

Pravila integriranja

kf(x)dx:k/f(x)dx, /(f(x)ig(x))dx:/f(x)dx:t/g(x)dx

Parcijalno integriranje

Kad odredujemo integral produkta funkcija i kad je jedan od faktora (v) moguce lako integrirati,
dok se drugi (u) deriviranjem pojednostavnjuje, integral odredujemo parcijalnom integracijom:

/udv = uv —vdu.

Odredeni integral, povrsina pod krivuljom pozitivhe funkcije

Povrsina koju s x-osi na segmentu [a,b] zatvara graf funkcije f(x) racuna se po Newton-
Leibnizovoj formuli:

/a  x)dx = F(b) — F(a).
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Odredivanje povrsine izmedu dvije krivulje

Ako vrijedi f(x) > g(x) za svaki x € [a, b], tada je povrSina P koju na segmentu [a, b] zatvaraju
krivulje y = f(x) iy = g(x) jednaka

p= 179 g

Primjena integralnog racuna u grani¢noj analizi

Ako je poznata grani¢na vrijednost f’(x) neke funkcije s ekonomskim znacenjem f(x) (npr.
troska, dobiti ili prihoda) onda promjenu vrijednosti f(b) — f(a) ratunamo kao

[ rwax= )~ 1@,
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